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 ДОМАШНЕЕ ЗАДАНИЕ №1 

Для выполнения домашнего задания Вам необходимо, 

пользуясь табл. 1, заполнить первую строку табл. 2, затем выписать 

соответствующие Вашему номеру варианта данные из табл. 2. 

Например, Вы учитесь в группе №5, Ваш номер в списке – 14. Тогда 

по табл.1 имеем: 

5 B D F K M A C G 

Вписываем эти буквы в первую строку табл. 2 и выбираем 

строку, соответствующую четырнадцатому варианту: 

Номер 

по п/п 

Коэффициенты 

B D F K M A C G 

14 5 1 3 –6 6 2 9 3 

Таблица 1 

Коэффициенты для разных групп 

Группа Коэффициенты 

1 A B C D K M F G 

2 C D K F M A B G 

3 M K D C B F A G 

4 B A C K D F M G 

5 C D A M F K B G 

6 D K B A M C F G 

7 K M C F A B D G 

8 M F D A C K B G 

9 F M D K C B A G 

10 A D C M F K B G 

11 B D F K M A C G 

12 C D K M F A B G 

13 D K M F A B C G 

14 K F M A B C D G 

15 M A B C D K F G 

16 F M K D C B A G 

17 D K M F A B C G 
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Таблица 2 

Данные для выполнения домашнего задания 

Номер 

по п/п 

Коэффициенты 

       G 

1 –2 1 4 5 3 –6 7 2 

2 3 –2 1 –5 7 2 4 3 

3 5 –3 4 1 2 –8 6 1 

4 4 3 –2 1 6 3 5 2 

5 8 –9 4 2 1 6 –2 1 

6 3 4 –5 1 –3 5 7 2 

7 2 4 5 7 8 –9 1 3 

8 5 1 3 –2 6 –8 –6 1 

9 1 4 –3 2 9 –6 7 2 

10 5 7 3 –6 1 –2 4 1 

11 1 3 –5 2 6 4 9 2 

12 9 –4 –1 –8 –3 6 5 1 

13 2 –3 9 4 1 7 3 2 

14 5 1 3 –6 6 2 9 3 

15 –4 –1 –8 9 –5 2 7 1 

16 2 –3 3 1 –6 5 –1 2 

17 –5 –4 2 4 –1 6 7 1 

18 3 1 5 6 –4 2 9 2 

19 2 4 –3 –5 –6 –5 8 1 

20 1 –2 –7 8 3 5 –4 2 

21 –8 –3 –1 6 4 1 –5 3 

22 –2 –4 5 3 –6 7 6 1 

23 1 9 –6 4 –2 –3 –1 2 

24 3 –5 –1 3 6 –4 2 1 

25 –1 –3 –6 4 1 –5 –4 2 

26 9 –4 3 –5 2 1 6 2 

27 7 6 –1 2 –3 8 –5 1 

28 4 –1 5 –6 –4 7 3 3 

29 –1 9 –3 –5 6 –8 2 1 

30 2 1 9 3 –4 –1 6 2 
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Задача 1.  

Дано: Fa  , Mb  , Ac  , 
3
















 

ba ; 
4
















 

cb ; 
3

2










 

ca . 

Найти: 1) bCaD  ; 

2)  bCaD
aKcM




пр ; 

3) Длину диагоналей параллелограмма, построенного 

по векторам bBaC   и aMbK  ; 

4) Площадь этого параллелограмма. 

Задача 2. Дано: a (А, В, С); b (F, M, K); c (B, D, K). 

Найти: 1) координаты вектора d  = F a  + Mb ; 
2) длину вектора d , направляющие косинусы вектора 

d , координаты орта d 0 вектора d , d
i

пр , d
j

пр , d
k

пр ; 

3) (A a  + B c , K b  + M d ); 

4) cos(A a  + B c


, K b  + M d ); 

5) [A a  + B c , K b  + M d ]; 

6) ( a , b , c ); 

7) Образуют ли вектора a , b , c  базис в R3
; 

8) d
а

пр . 

Задача 3. Дано: точки Q(A, B), L(C, D), P(C, F). 

Найти: 1) проверить, не лежат ли точки на одной прямой; 

2) уравнение прямой QL; 

3) уравнение медианы, проведенной из вершины Q в 

треугольнике QLP; 

4) уравнение высоты, проведенной из вершины Q; 

5) координаты точки пересечения медиан в QPL; 

6) угол между медианой и высотой, проведенными из 

вершины Q; 

7) расстояние о точки Р до прямой QL. 
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Задача 4. Дано: Q(A, B, C), L(A, F, C), P(M, F, K), N(A, D, F). 

Найти: 1) проверить, что точки Q, L, Р не лежат на одной 

прямой; 

2) проверить, что точки Q, L, P, N не лежат в одной 

плоскости; 

3) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точки Q, L, Р; 

4) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точку N, параллельно плоскости (QLР); 

5) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точку Р параллельно векторам QP  и QN ; 

6) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точки N и Q, перпендикулярно плоскости (QLP); 

7) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точки L и Q, параллельно вектору NP ; 

8) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точу N, параллельно координатной плоскости XOZ; 

9) написать общее, каноническое и параметрическое 

уравнение прямой QP; 

10) написать уравнение прямой, проходящей через 

точку Q параллельно оси OZ; 

11) написать уравнение медианы QM в QPL; 

12) написать уравнение высоты QH в QPL; 

13) написать уравнение прямой, проходящей через 

точку N параллельно прямой QP; 

14) написать уравнение высоты NH тетраэдра QLPH; 

15) написать уравнение прямой, перпендикулярной 

прямым QP и QN и проходящей через точку L; 

16) найти угол между прямой QP и прямой LN; 

17) найти угол между прямой PN и плоскостью (QPL); 

18) найти величину двугранного угла между 

плоскостями (QPL) и (NPQ); 

19) найти площадь QPL; 

20) найти объем тетраэдра QLNP; 

21) найти расстояние от точки N до прямой QP; 

22) найти расстояние от точки N до плоскости (QLP); 
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23) найти расстояние между прямыми QP и LN; 

24) найти координаты точки N1, симметричной точки 

N относительно прямой QP; 

25) найти координаты точки N2, симметричной точки 

N относительно плоскости QLP. 

. 
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Пример выполнения домашнего 
задания №1 

Номер 

по п/п 

Коэффициенты 

A B C D K M F G 

Произвольный 

номер 

–3 1 4 9 –5 3 2 2 

Задача 1. 

 Дано: 2a  , 5b  , 3c  , 

3
ba















 

 
4

cb














 

 
3

2
ca















 

 

Найти: 

1) b4a9   

2)  b4a9пр
a5c3




 

3) Длины диагоналей параллелограмма, построен ного по 

векторам ba4   и a3b5   

4) Площадь этого параллелограмма 

Решение 

1) )a,a(a     











b,acosbab,a  

b4a9  =  b4a9,b4a9  =

)c,b()c,a()c,ba(

)a,b()b,a(

нияпроисзведе скалярного свойствами мсяВоспользуе





=        b4,b4b4,a9a9,b4a9,a9  =
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  22

b16b,a72a81  =

2516
3

cos52722281 


 = 400
2

1
720324  =

400360324  = 1084  

Ответ: b4a9  = 1084  

 

2)  

 b4a9пр
a5c3




 

Запишем формулу для нахождения проекции 

)d,fcos(ddпр
f



 , где 
df

)d,f(
)d,fcos( 



 

f

)d,f(

df

)d,f(
ddпр

f
  

Тогда 

 b4a9пр
a5c3




=
a5c3

)a5c3,b4a9(




=

ияпроизведен скалярного

свойствами мсяВоспользуе
=

 a5c3,a5c3

)a5,b4()c3,b4()a5,a9()c3,a9(




=

     a,a25c,a30c,c9

)a,b(20)c,b(12)a,a(45)c,a(27




=
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22

2

a25c,acosca30c9

a,bcosab20c,bcoscb12a45c,acosca27










































=

425
3

2
cos323099

3
cos2520

4
cos3512445

3

2
cos3227















=

100
2

1
18081

2

1
200

2

2
1512180

2

1
162





















=

90181

10029018081




=

271

361290 
 

Ответ:  b4a9пр
a5c3




=
271

361290 
 

3) Найти длину диагоналей параллелограмма 

построенного по векторам  

ba4   и a3b5  , где 2a  , 5b  , 
3b,a




 

Пусть AB = ba4   AD = a3b5   (рис 3.1) 

Тогда 

AC = AB + AD = ba4  a3b5  = b4a7   

BD = AD - AB = a3b5  - ba4  = b6a   

AC = b4a7  =  b4a7,b4a7  =

     b,b16b,a56a,a49  =
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22

b16b,acosba56a49 











=

2516
2

1
5256449  = 400280196  = 316  

BC = b6a  =  b6a,b6a  =

     a,ab,a12b,b36  =

22

ab,acosba12b36 











= 4
2

1
52122536 

= 4120900  = 1024 =32 

Ответ: AC = 316  BC =32 

4) Площадь параллелограмма ABCD 

  AD,ABSABCD  =|[ ba4  , a3b5  ]| 

Площадь параллелограмма, построенного на векторах 

AB  и AD , равна длине вектора векторного произведения 

этих векторов. 

Для вычисления длины вектора |[ ba4  , a3b5  ]| 

воспользуемся следующими свойствами векторного 

произведения: 

1)  b,a =-  a,b  

2)  b,a =  b,a  

3)  c,ba  =  c,a + c,b  

4)  a,a =0 

Тогда 

  b5a3,ba4  =         b5,ba3,bb5,a4a3,a4  =

        b,b5a,b3b,a20a,a12  =     b,a3b,a20  =
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  b,a23 = 











b,asinba23 =2352
3

sin


=230
2

3
=115

3  

Ответ ABCDS =115 3  

Задача 2. 

Дано: a (-3,1,4), b (2,3,-5), c (1,9,-5) 

Найти: 

1) Координаты вектора d =2a +3 b  

2) |d |, направляющие косинусы вектора d , координаты 

орта d 0 вектора d , dпр
i

, dпр
j

, dпр
k

 

3) (-3 a +c ,-5 b +3d ) 

4) cos(-3 a + c


, -5 b +3d ) 

5) [-3a +c ,-5 b +3d ] 

6) ( a , b ,c ) 

7)Установить образуют ли вектора a , b ,c  базис в R
3
 

8) dпр
а

 - проекцию вектора d  на вектор a  

Решение:  

1) Координаты вектора b3a2d   

)8,2,6(a2  , )15,9,6(b3   

)7,11,0()158,92,66(b3a2   

)7,11,0(d   

Ответ: )7,11,0(d   

2) ?d   

Если 
222a  тт),,,( zyxzyxa   



11 

a

x
cos  , 

a

y
cos  ,

a

z
cos   - направляющие 

косинусы вектора a  

xaпр
i

 , yaпр
j

 , zaпр
k

  - проекции вектора 

a  на базисные вектора. 

Тогда 17049121)7(110d 22   

0a  - орт вектора a , a
a

1
a 0   

0
170

0
cos  , 

170

11
cos  , 

170

7
cos   

0dпр
i
 , 11dпр

j
 , 7dпр

k
  








 


170

7
,

170

11
,0d0  

Ответ: 

170

11
cos 0,cos  ;

170

7
,

170

11
,0d;170d 0 







 
 , 

170

7
cos  ; 0dпр

i
 , 11dпр

j
 , 7dпр

k
  

3) )d3b5,ca3(   скалярное произведение 

Если )z,y,x(p 111  

 ),z,y,x(q 222 то 212121),( zzyyxxqp   

Найдем координаты векторов ca3   и  d3b5   

a3 =(9,-3,-12) 

)5,9,1(c   

)17,6,10()512,93,19(ca3   

)25,15,10(b5   
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)21,33,0(d3   

)4,18,10()2125,3315,10(d3b5   

6068108100417186)10(10)d3b5,ca3( 

 

Ответ: 60)d3b5,ca3(   

4) 
qp

)q,p(
)q,pcos(

^
^

  







d3b5ca3

)d3b5,ca3(
)d3b5,ca3cos(  












1632410028936100

60

418)10()17(610

60

222222

 

1870

6

1102175

60

440425

60 








  

Ответ: 
1870

6
)d3b5,ca3cos(


  

5)  ]d3b5,ca3[  векторное произведение 

Найдем координаты векторов ca3   и c3b5   

)17,6,10(ca3   

)4,18,10(d3b5   

Векторное произведение – это вектор, координаты 

которого можно найти по следующей формуле: 

Если )z,y,x(p 111  
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)z,y,x(q 222 , то 


22

11

22

11

22

11

222

111
yx

yx
k

zx

zx
j

zy

zy
i

zyx

zyx

kji

]q,p[

 

k)yxyx(j)zxzx(i)zyzy( 122121121221   
















1810

610
k

410

1710
j

418

176
i

41810

17610

kji

]d3b5,ca3[

 

k240j130i330k)60180(j)17040(i)30624( 

 

Ответ: ]d3b5,ca3[  = k240j130i330   

6) )c,b,a( - смешанное произведение 

Если )z,y,x(a 111  )z,y,x(b 222  )z,y,x(c 333  

то 

333

222

111

zyx

zyx

zyx

)c,b,a(   

)4,1,3(a   )5,3,2(b   )5,9,1(c   

2560590)318(4

)510()4515(3
91

32
4

51

52
1

59

53
3

591

532

413

)c,b,a(






















 

Ответ: 25)c,b,a(   
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7)  025)c,b,a( векторы c,b,a  линейно 

независимы, значит образуют базис в R
3
 

8) 
a

)d,a(

da

)d,a(
d)d,acos(ddпрa   

)4,1,3(a   )7,11,0(d   

172811)7(411103)d,a(   

26161941)3(a 222   

26

17
dпрa


  

Ответ: 
26

17
dпрa


  

Задача 3. 

Дано: точки )2,4(),9,4(),1,3( PLQ  . 

Решение 

1) Проверить, не лежат ли точки на одной прямой. 

Если точки PLQ ,,  лежат на одной прямой, то вектор 

LP  коллинеарен вектору QL , а значит их координаты должны 

быть пропорциональны (рис. 2.2). Координаты векторов: 

)8,7()19),3(4( QL ; )7,0()92,0( LP ; 





8

7

7

0
векторы QL  и QP  не коллинеарны   точки 

PLQ ,,  не лежат на одной прямой. 

 

Рис. 2.2 

2) Найти уравнение прямой QL. 
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Для любой точки M(x, y), лежащей на прямой QL, вектор 

QM  должен быть коллинеарен вектору QL  (рис. 2.3), а значит, их 

координаты должны быть пропорциональны. Координаты векторов: 

)8,7();1,3( QLyxQM   , тогда 

8

1

7

3 


 yx
 – уравнение прямой QL. 

 

Рис. 2.3 

3) Найти уравнение медианы, проведенной из вершины 

Q в QPL (рис. 2.4). 

 

Рис. 2.4 

Найдем координаты точки M0. 

LPPM
2

1
0  , так как LPLMPM

2

1
0 0 ; 











2

7
,0

2

1
)7,0( LPLP ; Р(4, 2) – из условия. 

Пусть M(x0, y0, z0), тогда 









2

7
,0)2,4( 000 xxPM . 

Два вектора равны, если равны их соответствующие координаты: 
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


































2

11
,4

2

11

4

2

7
2

04

0

0

0

0

0

M
y

x

y

x

. 

Для любой точки M(x, y), лежащей на прямой QM0, вектор 

QM  коллинеарен вектору 0QM , а значит, координаты этих 

векторов должны быть пропорциональны. Координаты векторов: 




















2

9
,71

2

11
),3(40QM ; )1,3(  yxQM ; 

29

1

7

3 


 yx
 умножим на (1/2) – 

9

1

14

3 


 yx
 – получили уравнение медианы QM0.  

4) Найти уравнение высоты, проведенной из вершины Q 

(рис. 2.5). 

 

Рис. 2.5 

QH – высота. Для любой точки M(x, y), лежащей на прямой 

QH вектор QM  должен быть перпендикулярен вектору LP , а 

значит 0),( LPQM .  

Координаты векторов: 

)1,3(  yxQM ; )7,0( LP , тогда 

0)1(7)3(0),(  yxLPQM ; 

0)1(7  y ; 

01y  

y = 1 – получили уравнение высоты QH. 
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5) Найти координаты точки пересечения медиан в QPL 

(рис. 2.6). 

 

Рис. 2.6 

Медианы треугольника делятся точкой их пересечения в 

соотношении 2:1: 

0

0 3

2

1

2

||
QMQO

OM

QO
 ; 



























3,

3

14

2

9

3

2
,7

3

2

2

9
,7 QOQM . 

Пусть О(x, y), тогда 







 3,

3

14
)1,3( yxQO . Два вектора 

равны, если их соответствующие координаты равны: 


























4

3

5
3

3

14

31

3

14
3

y

x

y

x
. 









4,

3

5
O  – точка пересечения медиан QPL. 

6) Найти угол между медианой и высотой, 

проведенными из вершины Q (рис. 2.7). 
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Рис. 2.7 

Угол между прямыми на плоскости равен углу между их 

нормальными векторами. Уравнение прямой QH: )1,0(1 2ny  . 

Напишем общее уравнение прямой QM0, используя 

каноническое уравнение (см. п. 2 наст. задачи). 

9

1

14

3 


 yx
 умножим на 9 и на 14 – 

)1(14)3(9  yx ; 

1414279  yx ; 

041149  yx  – общее уравнение прямой QM0  

)14,9(1 n . 

 








 

21

21

21

,
),cos(

nn

nn
nn  QHQM ,cos 0  

277

14










19681

14

10)14(9

11409

22
. 

7) Найти расстояние от точки Р до прямой QL (рис. 2.8). 

 

Рис. 2.8 
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Запишем уравнение прямой QL (см. п. 2 наст. задачи). 

8

1

7

3 


 yx
. 

Перейдем к общему уравнению прямой: 

8(x + 3) = 7(y – 1); 

8x + 24 = 7y – 7 

8x – 7y + 31 = 0 – получим общее уравнение прямой QL. 

Точка P(4, 2)  QL. 

Используем формулу нахождения расстояния от точки 
M(x0, y0) до прямой на плоскости. Пусть 0:  CByAxL , тогда 

22

00
),(

BA

CByAx
LM




 . 

В нашем случае 

113

49
),ρ( 











4964

311432

)7(8

312748

22
QLP . 

Задача 4. 

Дано: точки Q(–3, 1, 4); L(–3, 2, 4); P(3, 2, –5); N(–3, 9, 2). 
Решение 

1) Проверить, что точки Q, L, P не лежат на одной прямой. 

Если точки Q, L, P лежат на одной прямой, то векторы QL  и 

QP  коллинеарные, а значит их координаты должны быть 

пропорциональны (рис. 2.9). 

 

Рис. 2.9 

Запишем координаты векторов: 

QL (0, 1, 0), 

QP (6, 1, –9), 
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
1

1

6

0
 координаты векторов QL  и QP  не 

пропорциональны  точки Q, L, P не лежат на одной прямой. 

2) Проверить, что точки Q, L, P и N не лежат в одной 

плоскости. 
Если точки Q, L, P и N лежат в одной плоскости, то векторы 

QL , QP  и QN  должны быть компланарны (рис. 2.10)  (QL , QP , 

QN ) = 0. 

 

Рис. 2.10 

Запишем координаты векторов QL (0, 1, 0), QP (6, 1, –9), 

QN (0, 8, –2). 

  





строке

 первой по

 разложим

280

916

010

,, QNQPQL  










 012

80

16
0

20

96
1

28

91
0  

 векторы  QNQPQN ,, не компланарны  точки Q, L, P и N 

не лежат в одной плоскости. 

3) Написать общее уравнение плоскости проходящей 

через точки Q, L, P. 
Для любой точки M(x, y, z), лежащей в плоскости (Q, L, P), 

векторы QL , QP  и QM  должны быть компланарны (рис. 2.11), т. е. 

  0,, QPQLQM . 
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Рис. 2.11 

Координаты векторов: 

QM (x + 3, y –1, z –4); QL (0, 1, 0); QP (6, 1, –9), тогда 

  0

916

010

413

,, 







zyx

QPQLQM . 

Разложим определитель по второй строке: 

 0
96

43
1 



 zx
. 

–9(x + 3) – 6(z – 4) =0 разделим на (–3): 

3(x + 9) + 2(z – 4) = 0; 

3x + 9 + 2z – 8 = 0; 

3x + 2z + 1 = 0 – получим общее уравнение плоскости (QLP). 

4) Написать уравнение плоскости, проходящей через 

точку N параллельно плоскости (QLP) (рис. 2.12). 

 

Рис. 2.12 
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3x + 2z + 1 = 0 – уравнение плоскости (QLP) (см. п.3). 

n (3, 0, 2) – вектор нормали плоскости (QLP). 

Искомая плоскость параллельна плоскости (QLP)  для 

любой точки М(x, y, z), лежащей в этой плоскости, вектор NM  

перпендикулярен вектору n (3, 0, 2)  их скалярное произведение 

равно 0; 

( MN ,n ) = 0. 

Координаты вектора MN : 

MN  (x + 3, y – 9, z – 2), тогда 

3(x + 3) + 0(y – 9) + 2(z – 2) = 0; 

3x + 9 + 2z – 4 = 0; 

3x + 2z + 5 = 0 – получим уравнение плоскости параллельной 

плоскости (QLP) и проходящей через точку N. 

5) Уравнение плоскости, проходящей через точку L, 

параллельно векторам QP и QN . 

Запишем коорбинаты векторов: 

QP (6, –1, 9); QN (0, 8, –2). 

Векторы QP и QN  параллельны искомой плоскости и для 

любой точки M (x, y, z), лежащей в этой плоскости, вектор LM  

лежит в этой плоскости, следовательно векторы QP , QN , LM  

должны быть компланарными  их смешанное произведение равно 

0. Координаты вектора LM : 

LM (x + 3, y – 2, z – 4), тогда 

  0

280

916

423

,, 









zyx

QNQPLM ; 

0
80

16
)4(

20

96
)2(

28

91
)3( 









 zyx ; 

(x + 3)(–2 + 72) – (y – 2)(–12) + (z – 4)(48 – 0) = 0; 

70(x + 3) + 12(y – 2) + 48(z – 4) = 0; разделим на 2: 

35(x + 3) + 6(y – 2) + 24(z – 4) = 0; 

35x + 105 + 6y – 12 + 24z – 96 = 0; 
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35x + 6y + 24z – 3 = 0 – получим уравнение плоскости, 

проходящей через точку L параллельно векторам QP  и QN . 

6) Найти уравнение плоскости, проходящей через точки 

Q и N, перпендикулярно плоскости (QLP) (рис. 2.13). 

 

Рис. 2.13 

Уравнение плоскости (QLP): 3x + 2z + 1 = 0, вектор нормали 

плоскости (QLP) n (3, 0, 2). 

Точки Q и N принадлежат искомой плоскости , значит 

вектор QN  лежит в этой плоскости QN (0, 8, –2). 

Плоскость  перпендикулярна плоскости (QLP), а значит 

вектор n (3, 0, 2) параллелен плоскости . Для любой точки М(x, y, 

z), лежащей в плоскости , вектор QM  (x + 3, y – 1, z – 4) также 

лежит в этой плоскости. Тогда векторы QMQN, и n  должны быть 

компланарны, а значит их смешанное произведение должно быть 

равно 0. 

  0,, nQNQM , или 

0

203

280

413

),,( 





zyx

nQNQM ; 

0
03

80
)4(

23

20
)1(

20

28
)3( 





 zyx ; 

0)240)(4()60)(1()016)(3(  zyx ; 

0)4(24)1(6)3(16  zyx  разделим на 2: 

0)4(12)1(3)3(8  zyx ; 
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0481213248  zyx ; 

0751238  zyx  – получим уравнение плоскости, 

проходящей через точки Q и N, перпендикулярно плоскости (QLP). 

7) Написать уравнение плоскости, проходящей через 

точки L и Q параллельно вектору NP  (рис. 2.14). 

 

Рис. 2.14 

Вектор NP  параллелен  искомой плоскости . 

Тогда для любой точки М(x, y, z), лежащей в плоскости , 

векторы LQ , NP , LM  должны быть компланарны, а значит их 

смешанное произведение должно быть равно 0. Координаты 

векторов: 

LQ (0, –1, 0); NP (6, –7, –7); LM (x + 3, y – 2, z – 4). 

Тогда 

  0

776

010

423

,, 









zyx

LMNPLQ ; 

0
76

10
)4(

76

00
)2(

77

01
)3( 












 zyx ; 

0)4(6)3(7  zx ; 

0246217  zx . 

0367  zx  – получили уравнение плоскости, проходящей 

через точки L и Q параллельно вектору NP . 

8) Написать уравнение плоскости, проходящей через 

точку N параллельно координатной плоскости XOZ. 
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Рис. 2.15 

Уравнение плоскости XOZ: y = 0, вектор нормали плоскости 

XOZ: n (0, 1, 0). 

Искомая плоскость  параллельна плоскости XOZ, 

следовательно плоскость  перпендикулярна вектору N . Для любой 

точки М(x, y, z) лежащей в плоскости , вектор NM  

перпендикулярен вектору n  (рис. 2.15), а значит их скалярное 

произведение должно быть равно 0: 

0),(  nNMnNM ; 

)2,,3(  zyxNM ; 

0)2(0)9(1)3(0  zyx . 

y – 9 = 0 – получим уравнение плоскости, проходящей через 

точку N параллельно плоскости XOZ. 

9) Написать общее, каноническое и параметрическое 

уравнения прямой QP. 
Напомним координаты точек: Q(–3, 1, 4); P(3, 2, –5) 

Для любой точки М(x, y, z) лежащей на прямой QP вектор 

QM  коллинеарен вектору QP  (рис. 2.16), а значит координаты этих 

векторов должны быть пропорциональны. 

 

Рис. 2.16 

Координаты векторов: 
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)9,1,6();4,1,3(  QPzyxQM ; 

9

4

1

1

6

3









 zyx
 – получили каноническое уравнение 

прямой QP. 

Напишем параметрическое уравнение прямой: 

t
zyx












9

4

1

1

6

3
; 














tz

t,y

t,x

94

1

63

 – параметрическое уравнение прямой QP. 

Напишем общее уравнение прямой QP – как линии 

пересечения плоскостей (QNP) и (QPL) (рис. 2.17). 

 

Рис. 2.17 

Уравнение плоскости (QPL): 3x + 2z + 1 = 0 (см. п. 3). 

Напишем уравнение плоскости (QNP): для любой точки 

М(x, y, z), лежащей в плоскости (QNP), векторы QPQM ,  и QN  

должны быть компланарны  ( QPQM , , QN ) = 0. Координаты 

векторов: QM (x + 3, y – 1, z – 4); QP (6, 1, –9); QN (0, 8, –2). 

( QPQM , , QN )= 0

280

916

413







 zyx

; 

0
28

41
6

28

91
)3( 











zy
x ; 

(x + 3)(–2 + 72) – 6(–2(y – 1) – 8(z – 4)) = 0; 
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70(x + 3) + 12(y – 1) + 48(z – 4) = 0 – разделим на 2; 

35(x + 3) + 6(y – 1) + 24(z – 4) = 0; 

35x + 105 + 6y – 6 + 24z – 96 = 0. 

35x + 6y + 24z + 3 = 0 – уравнение плоскости (QNP); 









0123

0324635

zx

zyx
 – общее уравнение прямой QP. 

10) Написать уравнение прямой, проходящей через 

точку Q параллельно оси OZ (рис. 2.18). 

 

Рис. 2.18 

Точка Q(–3, 1, 4). 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей на искомой прямой, 

вектор QM  коллинеарен вектору )1,0,0(q , а значит, координаты 

векторов q  и QM  должны быть пропорциональны. Координаты 

вектора: )4,1,3(  zyxQM ; 

1

4

0

1

0

3 





 zyx
 – каноническое уравнение прямой, 

проходящей через точку Q параллельно оси OZ. 

11) Написать уравнение медианы QM в QPL 

(рис. 2.19). 
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Рис. 2.19 

Найдем координаты точки ),,( 0000 zyxM : 

LPPM
2

1
0  ; 

)9,0,6( LP ; 




















2

9
,0,3)9(

2

1
,0,

2

6
0PM . 

Тогда 









2

9
,0,3)5,2,3( 0000 zyxPM . Два вектора 

равны, если равны их координаты: 



















2

9
5

02

33

0

0

0

z

y

x

 



























2

1
,2,0

2

1

2

9
5

2

0

0

0

0

0

M

z

y

x

. 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой QM0, вектор 

QM  коллинеарен вектору 0QM , а значит координаты векторов QM  

и 0
QM  должны быть пропорциональны: 

)4,1,3(  zyxQM ; 









2

9
,1,3)4

2

1
,12,30(0QM ; 

29

4

1

1

3

3









 zyx
 умножим на 1/2; 

9

4

2

1

6

3









 zyx
 – уравнение медианы QM в QPL. 
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12) Написать уравнение высоты 1QH в QPL (рис. 2.20). 

 

Рис. 2.20 

Уравнение плоскости (QPL): 3x + 2z + 1 = 0 (см. п. 3). 

Через точку Q проведем плоскость , перпендикулярную 

прямой PL. 

Р(3, 2, –5); L(–3, 2, 4). 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей в плоскости , вектор 

QM  будет перпендикулярен вектору PL , а значит их скалярное 

произведение должно быть равно 0. 

0),( QPQM ; )4,1,3(  zyxQM ; 

)9,0,6(PL ; 

0)4(9)1(0)3(6)(  zyxPLQM ; 

0369186  zx ; 

05496  zx  разделим на –3; 

01832  zx  – уравнение плоскости . 

Тогда прямая 1QH  – это линия пресечения плоскостей (QPL) 

и : 









.01832

,0123
:1 zx

zx
QH  

Напишем каноническое уравнение этой прямой. 

)2,0,3(1n  – нормальный вектор плоскости (QPL); 

)3,0,2(2 n  – нормальный вектор плоскости . 

Прямая 1QH  перпендикулярна векторам 1n  и 2n , тогда 

прямая 1QH  параллельна вектору векторного произведения векторов 

1n  и 2n . 
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










02

03

32

23

30

20

302

203],[ 11 kji

kji

nn  

jj 13)49(  . 

)0,1,0(][|| 21 qnnq  . Прямая L параллельна вектору q , а 

значит для любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой L, вектор 

QM  коллинеарен вектору q , следовательно их координаты должны 

быть пропорциональны. 

)4,1,3(  zyxQM , )0,1,0(q . 

0

4

1

1

0

3 





 zyx
 – каноническое уравнение прямой 1QH . 

13) Написать уравнение прямой, проходящей через 

точку N параллельно прямой QP  (рис. 2.21). 

 

Рис. 2.21 

Уравнение прямой QP :
9

4

1

1

6

3









 zyx
 (см. п. 9). 

)2,9,3(N . 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой L, вектор 

NM (x + 3, y – 9, z – 2) коллинеарен вектору QP (6, 1, –9), а значит, 

их координаты должны быть пропорциональны. 

9

4

1

1

6

3









 zyx
 – каноническое уравнение прямой, 

проходящей через точку N параллельно прямой QP. 
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14) Написать уравнение высоты NH тетраэдра QLPN 

(рис. 2.22). 

 

Рис. 2.22 

Уравнение плоскости QLP: 3x + 2z + 1 = 0 (см. п. 3). 

n (3, 0, 2) – нормальный вектор плоскости QLP. 

Прямая NH перпендикулярна плоскости (QPL), значит она 

параллельна вектору n  (нормальному вектору плоскости QLP). 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой NH, вектор 

NM (x + 3, y – 9, z – 2) должен быть коллинеарен вектору n (3, 0, 2), 

а значит, координаты этих векторов должны быть пропорциональны. 

2

2

0

9

3

3 





 zyx
 – каноническое уравнение высоты NH. 

15) Написать уравнение прямой, перпендикулярной 

прямым QP и QN и переходящей через точку L (рис. 2.23). 

 

Рис. 2.23 
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Прямая l перпендикулярна прямым QP и QN, а значит прямая 

l параллельна вектору векторного произведения векторов QP  и QN . 

QP  = (6, 1, –9), QN  = (0, 8, –2); 















80

16

20

96

28

91

280

916],[ kji

kji

QNQP  

kjikji 481270)048()012()722(  . 

)24,6,35()48,12,70(],[ qQNQP  . 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой l , вектор 

LM  должен быть коллинеарен вектору q , а значит их координаты 

должны быть пропорциональны. 

)4,2,3(  zyxLM , )24,6,35(q . 

24

4

6

2

35

3 





 zyx
 – каноническое уравнение прямой, 

проходящей через точку L перпендикулярно прямым QP и QN. 

16) Найти угол между прямой QP и прямой LN. 

Уравнение прямой QP: 
9

4

1

1

6

3









 zyx
 (см .п. 9). 

Напишем уравнение прямой LN. 

Для любой точки М(x, y, z) вектор LM  должен быть 

коллинеарен вектору LN  (рис. 2.24), а значит их координаты 

должны быть пропорциональны. 

 

Рис. 2.24 

)4,2,3(  zyxLM , )2,7,0( LN . 

2

4

7

2

0

3









 zyx
 – уравнение прямой LN. 
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Угол между прямыми в пространстве равен углу между их 

направляющими векторами. 

)9,1,6(1 q  – направляющий вектор прямой QP. 

)2,7,0(2 q  – направляющий вектор прямой LN. 

 







21

21

2

^

1

,
),cos(),cos(

qq

qq
qqNLPQ  







2222 )2(70)9(16

)2(91706
 

6254

25

44981136

187





 . 

6254

25
arccos  – угол между прямыми QP и LN. 

17) Найти угол между прямой PN и плоскостью (QPL). 
Уравнение плоскости (QPL): 3x + 2z + 1 = 0 (см. п. 3). 

n (3, 0, 2) – нормальный вектор плоскости (QPL). 

Напишем уравнение прямой PN. 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой PN, вектор 

PM  коллинеарен вектору PN  (рис. 2.25), а значит их координаты 

должны быть пропорциональны. 

 

Рис. 2.25 

PN (–6, 7, 7), PM (x – 3, y – 2, z + 5). 

7

5

7

2

6

3 







 zyx
 – уравнение прямой PN. 
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q (–6, 7, 7) – направляющий вектор прямой PN. 

  – угол между прямой и плоскостью (рис. 2.25). 







nq

nq
nqPNQPL

),(
),cos()),((9sinsin  












49493649

1418

77)6(23

727036

22222
 

1742

4

13413

4



 . 

1742

4
arcsin  – угол между плоскостью (QPL) и прямой 

PN. 

18) Найти величину двугранного угла между 

плоскостями (QPL) и (NPQ). 
Уравнение плоскости (QPL): 3x + 2z + 1 = 0 (см. п. 3). 

)2,0,3(1n  – нормальный вектор плоскости (QPL). 

Уравнение плоскости (QPN): 35x + 6y + 24z + 3 = 0 (см. п. 9). 

q

qQN
hQMQNhQMS

NQM

],[
],[

2

1

2

1
  – нормальный 

вектор плоскости (QPN). 

Угол между плоскостями равен углу между их нормальными 

векторами. 




),cos())(),(cos(cos 21 nnQPNQPL  










22222
21

21

2463523

24260353),(

nn

nn
 

23881

153

183713

153

57636122513

48105





 . 

23881

153
arccos  – величина двугранного угла между 

плоскостями (QPL) и (NPQ). 
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19) Найти площадь QLP. 

SS QLP
2

1
 , где S – площадь параллелограмма, построенного 

на векторах QP и QL  (рис. 2.26). 

 

Рис. 2.26 

)0,1,0(QL , QP (6, 1, –9); 

][
2

1
QPQLS QLP  ; 

  kikji

kji

QPQL 69
16

10

96

00

91

01

916

010, 









 ; 

1173681)6()9(],[ 22 QPQL . 

2

117
QLPS . 

20) Найти объем тетраэдра QLNP. 

VVQLNP
6

1
 , где V – объем параллелепипеда, построенного 

на векторах QL , QN , QP . 

),,( QPQNQLV   – модуль смешанного произведения. 

)0,1,0(QL , )9,1,6( QP , )2,8,0( QN ; 

12
20

96
1

280

916

010

),,( 







QPQNQL   
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 212
6

1
12  QLNPVV . 

21) Найти расстояние от точки N до прямой QP 

(рис. 2.27). 

 

Рис. 2.27 

1 способ 

Уравнение прямой QP: 
9

4

1

1

6

3









 zyx
 (см. п. 9). 

)9,1,6( QMq  – направляющий вектор прямой QM. 

q

qQN
hQMQNhQMS

NQM

],[
],[

2

1

2

1
 . 


















16

80

96

20

91

28

916

280],[

).2,8,0(

kji

kji

qQN

QN

 

= kjikji 481270)480()120()272(  . 

 222 )48()12()70(],[ qQN  

734823041444900  . 

11881136)9(16 222 q . 

59

3674


118

7348
h . 

2 способ 

Напишем уравнение плоскости , проходящей через точку N 

перпендикулярно прямой QP (рис. 2.28). 
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Рис. 2.28 

Уравнение прямой QP: 
9

4

1

1

6

3









 zyx
. 

)9,1,6( q  – направляющий вектор прямой QP. 

Плоскость  перпендикулярна прямой QP, а значит q . 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей в плоскости , вектор NM  

перпендикулярен вектору )9,1,6( q     0qNM . 

)2,9,3(  zyxNM ; 

0)2(9)9()3(6  zyx ; 

01899186  zyx ; 

02796:  zyx . 

Найдем координаты точки F – точки пересечения прямой QP 

и плоскости . 

Для этого запишем параметрическое уравнение прямой QP: 

t
zyx












9

4

1

1

6

3
; 














.94

,1

,63

tz

ty

tx

 

Точка ),,( 000 zyxF  лежит на прямой QP  

000000 94;1;63 tztytx  . Точка F лежит в плоскости   

02796 000  zyx ; 

027)94(91)63(6 000  ttt ; 

027813613618 000  ttt ; 
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59

13

118

26
026118 00  tt . 





















59

119

59

13
94

59

72

59

13
1

59

99

59

13
63

0

0

0

z

y

x

 

);2,9,3(,
59

119
,

59

72
,

59

99









 NF  




















59

1
,

59

459
,

59

78
2

59

119
,9

59

72
,3

59

99
NF ; 





























222

59

1

59

459

59

78
))(,( NFQPN  

59

3674




59

216766

59

12106816084
. 

22) Найти расстояние от точки N до плоскости (QLP) 

(рис. 2.29). 

 

Рис. 2.29 

Уравнение плоскости QLP: 3x + 2z + 1 = 0 (см. п. 3). 

1 способ 

В п. 19 и 20 было найдено: 

2QLNPV ; 
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2

117


 QLP
S ; 

117

12

117

2233

3

1





осн

осн
S

V
HHSV

QLNP

QLNP ; 

13

4


133

12

117

12
NM . 

2 способ 

Расстояние от точки М(x0, y0, z0) до плоскости : 

Ax + By + Cz + D = 0 можно вычислить по формуле 

 
222

000
),(

CBA

DCzByAx
M




 . 

)2,9,3(N , QLP: 3x + 2z + 1 = 0; 

13

4
),ρ( 









13

149

49

12290)3(3
QLPN . 

3 способ 

QMN – прямоугольный (рис. 2.30)  

QNMQNNM cos ; )2,8,0( ON ; 

68464 QN . 

 

Рис. 2.30 

),cos(cos



 qQNQNM , где )2,0,3(n  – нормальный 

вектор плоскости (QLP). 

6813

4

49464

)2(20830),(
cos 






nQN

nQN
QNM ; 
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13

4


6813

4
68NM . 

23) Найти расстояние между прямыми QP и LN. 

Уравнение прямой QP: 
9

4

1

1

6

3









 zyx
 (см. п. 9); 

)9,1,6(1 q  – направляющий вектор прямой QP. 

Напишем уравнение прямой LN. 

)2,7,0()2,9,3(),4,2,3(  LNNL  

Для любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой LM, вектор 

LM  коллинеарен вектору LN (рис. 2.31) 
2

4

7

2

0

3









 zyx
 – 

каноническое уравнение прямой LN. 

 

Рис. 2.31 

)2,7,0(2 q  – направляющий вектор прямой LN. 

Выясним взаимное расположение прямых QP и LN. 

Прямые QP и LN лежат в одной плоскости, если векторы 

QLQPLN ,,  – компланарны (рис. 2.32), а значит ( QLQPLN ,, ) = 0. 

 

Рис. 2.32 
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24) Найти координаты точки N1, симметричной точке N 

относительно прямой QP. 

Уравнение прямой QP: 
9

4

1

1

6

3









 zyx
. 

При решении задачи 20 вторым способом мы нашли 

координаты точки F 









59

119
,

59

72
,

59

99
 – основания перпендикуляра, 

опущенного из точки N на прямую QP (рис. 2.33). 
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Рис. 2.33 

Найдем координаты точки N1. 
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Пусть N1 (x1, y1, z1). 

)2,9,3( 1111  zyxNN . 
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Два вектора равны, если равны их соответствующие 

координаты, составим систему: 
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









59

120
,

59

387
,

59

21
1N  – точка, симметричная точке N 

относительно прямой QP. 

25) Найти координаты точки N2, симметричной точке N 

относительно плоскости (QLP). 
Уравнение плоскости (QLP): 3x + 2z + 1 = 0 (см. п. 3). 

Через точку N проведем прямую NN3 перпендикулярно 

плоскости (QLP). Вектор )2,0,3(n  перпендикулярен плоскости 

(QLP)  прямая (NN3) параллельна вектору n   для любой точки 

М(x, y, z), лежащей на прямой NN3, вектор )2,9,3(  zyxNM  

коллинеарен вектору n , а значит координаты векторов NM  и n  

должны быть пропорциональны (рис. 2.34). 

 

Рис. 2.34 
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 – уравнение прямой NN3. 
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Найдем координаты точки N2, симметричной точке N 

относительно плоскости (QLP), 23
2

1
NNNN   (см. рис. 2.34). 

Пусть ),,( 2222 zyxN . 
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Два вектора равны, если равны их соответствующие 

координаты. 
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
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2N  – координаты точки, симметричной точке N 

относительно плоскости (QLP). 


