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1. Аналитическая геометрия 

1.1. Векторы 

Вектором называется множество всех направленных отрез-

ков, имеющих одинаковую длину и направление (рис. 1.1). О любом 

отрезке АВ  из этого множества говорят, что он представляет собой 

вектор а , и получен приложением вектора а  к точке А. 

 

Рис. 1.1 

0  – нулевой вектор, т. е. вектор, длина которого равна нулю. 

Два вектора называются коллинеарными, если они парал-

лельны одной прямой (сонаправленными, если их направления сов-

падают; противоположнонаправленными, если их направления про-

тивоположны). 

Три вектора называются компланарными, если они парал-

лельны одной плоскости. 

a  – длина вектора a . 

Вектор, длина которого равна единице, называется единич-

ным вектором или ортом.  
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Действия с векторами 

1. Сумма векторов. 

Пусть даны два вектора  a  и b , которые приложены к одной 

точке. Суммой этих векторов b  a   называется вектор (рис. 1.2), 

идущий по диагонали параллелограмма из их общего начала ( пра-

вило параллелограмма). 

 ACADAB  . 

 

Рис. 1.2 

Замечания 

1. Сложить два вектора также можно по правилу треугольника 

(см. рис. 1.2). Если  вектор b  приложен к концу вектора  a , то сумма векторов 

b  a   – есть вектор, соединяющий начало первого вектора с концом второго. 

Результат при этом не изменится, так как ADBC  : 

 ACADABBCAB  . 

2. Чтобы построить сумму векторов naaa ...,, 21 , нужно к концу векто-

ра 1a  приложить вектор 2a , затем к концу вектора 2a  приложить вектор 3a , и 

т.д., пока не дойдем до вектора na . Тогда суммой векторов naaa  ...21  бу-

дет вектор, соединяющий начало первого вектора 1a  с концом последнего na  

(рис. 1.3): 

 
1121 ...



nn ААaaa . 
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Рис. 1.3 

2. Разность векторов. 

Если векторы  a  и  b  приложены к одной точке, то разность 

этих векторов bac   – это вектор, соединяющий конец второго 

вектора с концом первого (рис. 1.4): 

 DBADAB  . 

 

Рис. 1.4 

3. Произведение вектора на число. 

Произведением вектора a  на число  называется вектор 

ab  , такой что: 

1) ab  ; 

2) ab   (сонаправлены), если  > 0; 

ab   (противоположнонаправлены), если  < 0; 

0b , если =0. 
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Проекция вектора a на вектор b  

Проекцией вектора a  на вектор b  называется число, опреде-

ляемое по формуле: 

 ),cos(


 baaa
b

пр . 

Проекция вектора a  на вектор b  может быть отрицательной, 

если угол между векторами a  и b  тупой. 

Свойства проекций 

1. );)( 2121 nuuunu aпрaпрaпрaaaпр    

2. aпрaпр uu   . 

Базис и координаты вектора.  

Базисом на прямой называется любой ненулевой вектор. 

Базисом на плоскости называется упорядоченная пара не-

коллинеарных векторов. 

Базисом в пространстве геометрических векторов называет-

ся упорядоченная тройка некомпланарных векторов. 

Базис называется прямоугольным, если базисные векторы 

взаимноперпендикулярны и имеют единичную длину. 

Зафиксируем в пространстве точку О и приложим к ней три 

взаимноперпендикулярных вектора единичной длины. По направле-

нию этих векторов направим оси OX, OY и OZ, которые называются 

координатными осями. Первая – ось абсцисс, вторая – ось ординат, 

третья – ось аппликат. Векторы прямоугольного базиса принято обо-

значать ji , и k . 

Совокупность точки и прямоугольного базиса  

   kji ,,  называется декартовой прямоугольной системой коор-

динат. 

Пусть в пространстве задана декартова прямоугольная си-

стема координат (рис. 1.5) , а точка М – произвольная точка про-

странства. Вектор OM  называется радиус-вектором точки М. Про-

ведем через точку М плоскости, перпендикулярные координатным 
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осям. Любой вектор можно единственным образом разложить по ба-

зису    kji ,, . 

 

Рис. 1.5 

Пусть  х – проекция вектора a = ОМ  на ось ОХ, т. е. xOMx  ; 

y – проекция вектора a  на ось OY, т. е. yOMy  ; 

z – проекция вектора a  на ось OZ, т. е. zOMz  . 

Тогда разложение вектора a  по базису  kji ,, : 

 kzjyixa  , 

где (x, y, z) – координаты вектора a . 

Пусть  

 – угол между вектором a  и осью OХ; 

 – угол между вектором a  и осью OY; 

 – угол между вектором a  и осью OZ. 

Тогда величины cos, cos, cos называются направляющими коси-

нусами вектора a  и могут быть вычислены по формулам:  

 
a

z

a

y

a

x
 cos,cos,cos . 
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Очевидно, что 1coscoscos 222  . 

Для нахождения длины вектора a  используется формула: 

 222 zyxa  . 

Если в пространстве заданы 2 точки: А(x1, y1, z1) и В(x2, y2, z2), тогда 

координаты вектора AB  находим, вычитая из координат точки В  

соответствующие координаты точки А: 

),,( 121212 zzyyxxAB  . 

Линейные операции над векторами в координатах. 

 Пусть известны координаты векторов a  = (x1, y1, z1) и  

b  = (x2, y2, z2), тогда координаты вектора c , являющегося суммой 

векторов a  и b , находим, складывая соответствующие координаты 

векторов a  и b : 

 a  + b  = c  = (x1 + x2, y1 + y2, z1 + z2); 

Аналогично, координаты вектора d , являющегося разностью 

векторов a  и b , находим по формуле: 

 a  – b  = d  = (x1 – x2, y1 – y2, z1 – z2); 

координаты вектора q , являющегося произведением вектора a  на 

число  находим, умножая все координаты вектора a  на число : 

 ),,( 111 zyxqa  . 

Условие коллинеарности векторов: два вектора коллинеарны, 

если их соответствующие координаты пропорциональны, т.е. 

 
2

1

2

1

2

1||
z

z

y

y

x

x
ba  . 
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Два вектора совпадают, если равны их соответствующие ко-

ординаты, т. е. 
















.

,

,

21

21

21

zz

yy

xx

ba  

Скалярное произведение векторов 

Скалярным произведением вектора a  на вектор b  называется 

число, равное произведению длин этих векторов на косинус угла 

между ними: 

 ),cos(),(


 bababa . 

Заметив, что выражение  bab ,cos  равно проекции вектора 

b на вектор a , а выражение  baa ,cos  равно проекции вектора a  

на вектор b , получим следующую формулу для вычисления скаляр-

ного произведения: 

bпр|a|aпр|b|)b,a( ab
 . 

Свойства скалярного произведения: 

1) 0 )b,a(ba (условие перпендикулярности векто-

ров); 

2) ),(),( abba  ; 

3) Rbaba  ),,(),( ; 

4) ),(),(),( cbcacba  ; 

5) )a,a(|a|  . 

Если векторы a  и b  заданы своими координатами  

a (x1, y1, z1), b (x2, y2, z2), то скалярное произведение находится по 

формуле: 

 ( a , b ) = x1x2 + y1y2 + z1z2, 

а угол  


ba,  между этими векторами – 
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  
2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121),(
,cos

zyxzyx

zzyyxx

ba

ba
ba








. 

Два вектора перпендикулярны тогда и только тогда, если  их 

скалярное произведение равно нулю, т.е.: 

  ba )b,a( =0, т.е.   x1x2 + y1y2 + z1z2 = 0. 

Пример 1.1. 

 Даны три вектора a (1, 0, –1) b (–1, 2, 1) с (0, 3, 4). 

Найти: 1) скалярное произведение вектора a – с  на вектор b ; 

2)  проекцию вектора ca 32   на вектор b ; 

3)  косинус угла между векторами a и b . 

Решение 

1) Найти скалярное произведение вектора a – с  на век-

тор b . 

Найдем координаты вектора ca  : 

ca   = (1 – 0, 0 – 3, –1 – 4) = (1, –3, –5). 

Координаты вектораb :  

b (–1, 2, 1). 

Тогда ( ca  , b ) = 1(–1) + (–3)2 + (–5)1 = –1 – 6 – 5 = –12. 

2) Найти проекцию вектора ca 32   на вектор b . 

Найдем координаты вектора ca 32  : 

2 a  = (2, 0, –2);   3 с  = (0, 9, 12); 

ca 32   = (2 + 0, 0 + 9, –2 + 12) = (2, 9, 10). 

Тогда проекция вектора ca 32   на вектор b равна: 

.
),32(

32

),32(
32

),32cos(32)32(пр

b

bca

bca

bca
ca

bcacaca
b











 

Найдем скалярное произведение векторов ca 32   и b : 

261018211029)1(2),32(  bca ; 



14 

и длину вектора b : 614112)1( 222 b . 

Тогда  

3

613


6

26
)32(пр ca

b
. 

3) Найдем косинус угла меду векторами a и b : 

  

 

3

1

62

2

121101

112011

222222














)()(

)()(

ba

)b,a(
b,acos

 

 Пример 1.2. 

 Дано: a =1 b =2; ba, = 
4


. 

Найти: 1) скалярное произведение вектора ba   на вектор  ba 2 ; 

2) длину вектора  ba  ; 

3) проекцию вектора ba   на вектор b . 

Решение 

1) Найдем скалярное произведение вектора ba   на вектор 

ba 2 . 

.
2

2
224

4
cos22

)2(),cos(12),(2

),(),(2),(),(2

)2,()2,()2,(

2
22

22 












bababbaa

bbabbaaa

babbaababa

 

2) Найдем длину вектора ba  : 

 ),(),(2),(),( bbbaaabababa  




22
),cos(2 bbabaa  
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.
2

2
454

4
cos2121 225 


  

3) Найдем проекцию вектора ba   на вектор b : 

 ),cos()(пр bbababa
b

 













2

),(),(),(),( bbba

b

bba

bba

bba
ba  

2

42 










2

4
2

2
21

2

4
cos

2

bba

.  

 

Пример 1.3. 

  Дано: 2a ; 5|| b ; 
3

,





ba . 

Найти:1)  длину вектора ba 4 ; 

2)  проекцию вектора  ba 4  на вектор ab 53  ; 

3) длину диагоналей параллелограмма, построенного по век-

торам ba 4  и ab 35  . 

Решение 

1) Найдем длину вектора ba 4 : 

Для нахождения длины вектора воспользуемся  формулами:  

),( aaa  ;   











bababa ,cos, . 

Тогда: ba 4 =  ba,ba 44  = 

=

),()()(

),()(

:ияпроизведен скалярного свойствами  По 

cbc,ac,ba

abb,a



 = 

=        b,bb,aa,ba,a 4444  =   22

168 bb,aa  = 
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=
2516

3
52822 


cos = 400

2

1
804  = 

= 400404  = 444 . 

ba 4 = 444 . 

2) Найдем проекцию вектора  ba 4  на вектор ab 53  . 

Запишем формулу для нахождения проекции: 

),cos( dfdd
f



пр , где 
df

df
df

),(
),cos( 



. 

Тогда имеем: 

f

df

df

df
dd

f

),(),(
пр . 

Следовательно, 

 baпр
ab

4
53




=
ab

)ab,ba(

53

534




= 

=
ияпроизведен скалярного

свойствамимсяВоспользуе
=

 ab,ab

)a,b()b,b()a,a()b,a(

5353

543453




= 

=

     a,ab,ab,b

)a,b()b,b()a,a()b,a(

25309

201253




= 

=
22

22

25309

12517

ab,acosbab

bab,acosba

























=

425
3

5230259

551245
3

5217









cos

cos

= 

=

100
2

1
300225

30020
2

1
170





=
175

28085
=

7

73

75

365 



. 

Получили: 
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 b4aпр
a5b3




=
7

73
. 

3) Найдем длины диагоналей параллелограмма постро-

енного по векторам ba 4  и ab 35  , где 2a , 5b , 

3
, 


ba . 

Пусть AB  = ba 4 , AD = ab 35   (рис. 1.6). 

 

Рис. 1. 6. 

Тогда 

AC = AB + AD = ba 4 ab 35  = ba 47  ; 

BD = AD – AB = ab 35  – ba 4 = ba 6 . 

Найдем длину вектора AC :  

AC = ba 47  =  baba 47,47  = 

=      bbbaaa ,16,56,49  =
22

16,cos5649 bbabaa 











= 

= 2516
2

1
5256449  = 400280196  = 316 . 

Найдем длину вектора BC : 
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BC = ba 6 =  baba 6,6  = 

=      aababb ,,12,36  =
22

,cos1236 ababab 











= 

= 4
2

1
52122536  = 4120900  = 1024=32. 

Следовательно,  

AC = 316 ; BC =32.  

Пример 1.4.  

 Дано: a (–3, 1, 4), b (2, 3, –5), c (1, 9, –5). 

Найти: 1) координаты вектора d =2 a +3b ; 

2) | d |, направляющие косинусы вектора d , координаты орта 

0d  вектора d , проекцию вектора d  на базисные орты. 

( d
i

пр , d
j

пр , d
k

пр ); 

3) скалярное произведение (3 a + c ,–5b +3 d ); 

4) косинус угла между векторами 3 a + c  и 5b +3 d );  

5) d
а

пр  – проекцию вектора d  на вектор a . 

Решение 

1) Найдем координаты вектора d . 

Вектор bad 32  , где a (–3, 1, 4), b (2, 3, –5). 

Найдем координаты векторов a2 и b3 : 

)8,2,6(2 a , )15,9,6(3 b ; 

Тогда координаты вектора d : 

d = )7,11,0()158,92,66(32  ba ; 

 Следовательно, вектор 7)11,(0, d . 

2) Найдем длину вектора d по формуле:  
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222 zyxd  ; где  ),,( zyxd . 

 Тогда 17049121)7(110 22 d . 

Найдем направляющие косинусы вектора d  по формулам: 

d

x
cos , 

d

y
cos , 

d

z
cos . 

Тогда 0
170

0
cos  , 

170

11
cos  , 

170

7
cos  . 

Найдем d
i

пр , d
j

пр , d
k

пр  по формулам: 

xd
i

пр , yd
j

пр , zd
k

пр  – проекции вектора d  на 

базисные векторы. 

Тогда 

0d
i

пр , 11d
j

пр , 7d
k

пр ; 

Найдем координаты орта d 0 вектора d  по формуле:  

d
d

d
1

0  . 

Тогда 








 


170

7
,

170

11
,00d . 

Итак,

170

11
cosβ 0,cosα  ;

170

7
,

170

11
0,;170 0 







 
 dd , 

170

7
cosγ  ; 0пр

i
d , 11пр

j
d , 7пр

k
d . 

3) Найдем скалярное произведение (3 a + c ,–5 b +3 d ) 

Если  известны координаты векторов )z,y,x(p 111 , 

),,,( 222 zyxq  то  212121),( zzyyxxqp  . 
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Найдем координаты  векторов p ca 3  и  

dbq 35  ,  где  a (–3, 1, 4), b (2, 3, –5), c (1, 9, –5),  d (0,11,-7). 

Координаты вектора  a3 =(-9, 3, 12). 

Тогда  p ),,(),,( 71285129319  . 

Координаты векторов 

)25,15,10(5  b и )21,33,0(3 d  

Тогда q  ),,(),,( 418102125331510  ; 

Итак p ),,( 7128 q  ),,( 41810 ; 

Следовательно, )q,p(   471812108 )(  

3242821680  . 

324 )35,(3 dbca . 

4) Найдем косинус угла между векторами 

p dbqиca 353  по формуле: 
qp

qp
qp

),(
),cos(

^
^

 , 

тогда  





dbca

)db,ca(
)q,pcos(

353

353
 





222222 418107128

324

)()(
 





163241004914464

324
 

110257

162

1102257

324

440257

324



 . 

110257
)35,cos(3

162
 dbca . 

5) Найдем проекцию вектора )7,11,0( d  на вектор  

)4,1,3(a  по формуле: 

 
a

da

da

da
ddadda

),(),(
),cos( 



пр . 

Вычислим скалярное произведение векторов )4,1,3(a и 
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 )7,11,0( d  и длину вектора a : 

172811)7(411103),( da . 

26161941)3( 222 a . 

Тогда 

26

17
пр


da . 

 

Определители 2-го и 3-го порядка 

Квадратная таблица, состоящая из четырех чисел 

 









2221

1211

 

 

aa

aa
A  

называется матрицей 2-го порядка. Числа )2,1,( jiaij  – элементы 

матрицы А (i – номер строки, j – номер столбца). Пара чисел 2211 а,а  

образует главную диагональ, а пара чисел 2112 а,а  образует побочную 

диагональ матрицы А.. 

Определителем 2-го порядка, соответствующим квадратной 

матрице А, называется число равное разности произведения элемен-

тов, стоящих на главной диагонали, и произведения элементов, сто-

ящих на побочной диагонали: 

 12212211

11
det aaaa

aa

aa
A 

2221

12

 

 
. 

Пример 1.5.  

Найти определитель матрицы 











31

21
A . 

Решение 

5


23)1(231
31

21
. 
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Матрицей 3-го порядка называется квадратная таблица, со-

стоящая из 9 элементов: 

 


















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A , 

Ее элементы – aij (i, j = 1, 2, 3), где i – номер строки, j – номер 

столбца. Числа 332211 а,а,а  образуют главную диагональ, числа 

312212 а,а,а  - образуют побочную диагональ. 

Определителем 3-го порядка, соответствующим матрице А, 

называется число 

 

.

det

112332331221132231133221312312332211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aaa

aaa

A




 

Поясним схематически нахождение определителя. Берем 

произведение элементов, стоящих на главной диагонали. К нему 

прибавляем произведение элементов, лежащих на параллели выше 

главной диагонали и элемента из противоположного угла. Затем 

прибавляем произведение элементов, лежащих  на параллели ниже 

главной диагонали и элемента из противоположного угла. А затем 

вычитаем три слагаемых, которые строятся таким же образом, но 

относительно побочной диагонали (рис. 1.7). 

 

Рис. 1.7. 
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Пример 1.6. 

 Найти определитель матрицы 




















141

162

311

 

Решение 

.241824161)1(2114

36)1(342)1(1)1(161det

47

A
 

Также определитель 3-го порядка можно вычислить с помо-

щью разложения по элементам какой-нибудь строки или столбца. 

Например, по 1-й строке: 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

=
3231

2221

13

3331

2321

12

3332

2322

11
aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
a  . 

Для матрицы А из примера 1.6 

.4232)68(3)12()46(

41

62
3

11

12
)1(

14

16
1

141

162

311

47













 

Векторное произведение векторов 

Упорядоченная тройка некомпланарных векторов a , b , с  

называется правой, если из конца третьего вектора переход от перво-

го ко второму виден происходящим против часовой стрелки. В про-

тивном случае тройка векторов – левая. 

Если векторы a , b , с  компланарны, то такая тройка не отно-

сится ни к правым тройкам, ни к левым. 

Векторным произведением вектора a  на вектор b  называет-

ся вектор с , обозначаемый cba ],[ , такой что: 

1) длина вектора с  равна произведению длин векторов a  и 

b  на синус угла между ними, т. е. ),sin(


 babac ; 

2) вектор с  перпендикулярен плоскости векторов a  и b ; 

т.е. bcac  , ; 
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3) векторы a , b , с  образуют правую тройку. 

Если хотя бы один из векторов равен 0 , то векторное произ-

ведение по определению равно 0 . 

Свойства векторного произведения 

1.    a,bb,a  . 

2.    baba ,,  . 

3.      cbcacba ,,,  . 

4.   0 b,ab||a (условие коллинеарности векторов). 

5. Площадь параллелограмма, построенного на векторах a  и 

b , равна длине вектора векторного произведения векторов a  и b : 

   ,baS  . 

Если векторы a  и b  заданы координатами ),,( 111 zyxa  и 

),,( 222 zyxb , то векторное произведение находят по формуле: 

 

.k)yxyx(j)zxzx(i)yzzy(

yx

yx
k

zx

zx
j

zy

zy
i

zyx

zyx

kji

b,a

122112212121

22

11

22

11

22

11

222

111




 

Пример 1.7. 

 Даны три вектора a (1, 0, –1); b (–1, 2,1); с (0, 3, 4). 

Найти: 1) векторное произведение вектора 3 a  на вектор cb  ; 

2) длину вектора векторного произведения векторов  

3 a  и cb  ; 

3) площадь параллелограмма, построенного на векторах  

3 a  и cb  . 

Решение 

1) Найдем координаты вектора 3 a  и вектора b – с : 

3 a  = (3, 0, –3); 
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b – с  = (–1 – 0, 2 – 3, 1 – 4) = (–1, –1, –3) 

Координаты вектора векторного произведения вектора 3 a  на 

вектор b – с  найдем по формуле: 

 

.))1(0)1(3(

))1)(3()3(3())1)(3()3(0(

11

03

31

33

31

30

311

303,3

kji 3123 





















k

ji

kji

kji

cba

 

2) Найдем длину вектора векторного произведения векторов 

3 a  и cb  . 

  162 91449)3()12()3(,3 222cba ; 

3) Площадь параллелограмма, построенного на векторах 3 a  

и cb   равна длине вектора их векторного произведения, найденно-

го ранее: 

.   сb,aS  3 = 162 . 

Пример 1.8.  

Дано: a =5, b =2,  a ,b =
3


.  

Вычислить площадь параллелограмма, построенного по векторам 

AB = ba 4  и AD  = ab 35  . 

Решение 

Площадь параллелограмма, построенного на векторах AB  и 

AD , равна длине вектора векторного произведения этих векторов: 

  ADABSABCD , =|[ ba 4 , ab 35  ]|. 

Для вычисления длины вектора |[ ba 4 , ab 35  ]| восполь-

зуемся следующими свойствами векторного произведения: 

 ba,  = –  ab, ; 

 ba,  =   ba, ; 

 cba ,  =  ca, +  cb, ; 

 aa,  = 0. 



26 

Тогда 

  baba 53,4  =         bbabbaaa 5,3,5,43,4  = 

=         bbabbaaa ,5,3,20,12  =     baba ,3,20  =   ba,23 = 













baba ,sin23 =2352
3

sin


=230
2

3
=115 3 . 

Следовательно, 

 ABCDS  = 115 3 . 

Пример 1.9. 

 Дано: a =1, b =2,  a ,b =
4


. 

Вычислить площадь треугольника, построенного на векторах a +b  и 

3 a – 4b . 

Решение 

Пусть baAB  ; baBC 43  . 

Тогда площадь треугольника, построенного на векторах 

AB и BC равна половине длины вектора их векторного произведе-

ния. 

 

        



 

ияпроизведен

векторного

свойствами

мсявоспользуе

bbbaabaa

babaSS ABCDABC

4,4,3,3,
2

1

43,
2

1

2

1

       

       

 .

   

][ ][ 

и 0][ кактак
 

2

2
7 














4
sin21

2

7
),sin(

2

7

,
2

7
,7

2

1
,4,3

2

1

,4,4,3,3
2

1

baba

babababa

a,bb,a

a,a
bbbaabaa

 

Пример 1.10. 
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Дано: a (–3, 1, 4), b (2, 3, –5), c (1, 9, –5), )7,11,0( d   

Найти векторное произведение векторов p -3 a +c  и q = –5b +3 d . 

Решение 

Найдем координаты векторов p ca 3  и q = cb 35  : 

p )17,6,10(3  ca ; 

q = )4,18,10(35  db . 

Координаты вектора векторного произведения векто-

ров ),,( 111 zyxp  и ),,( 222 zyxq  находим по формуле: 

222

111

zyx

zyx

kji

]q,p[  . 

Тогда 







41810

17610

kji

]q,p[













1810

610

410

1710

418

176
kji  

 

kjikji 240130330)60180()17040()30624(  . 

Следовательно,  

]35,3[ dbca  = kji 240130330  . 

Смешанное произведение векторов 

Смешанным произведением упорядоченной тройки векторов 

а , b , с  называется число ([ а , b ], с ), равное скалярному произве-

дению векторного произведения векторов а и b  на вектор с . Сме-

шанное произведение векторов а , b , с  принято обозначать симво-

лом ( а , b , с ). 
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Свойства смешанного произведения 

1. ( a ,b , с )=








 тройка,левая,, если,

 тройка,правая,, если,

cbaV

cbaV
 

где V – объем параллелепипеда, построенного на векторах a , 

b , с . 

2. Три вектора a , b , с  компланарны, если их смешанное 

произведение равно нулю, т.е.   0c,b,a . 

3.  ),,(),,(),,(),,(),,( bcacabbacacbcba  

).,,( abc  

Если векторы, а , b , с  заданы своими координатами 

     333222111 ,,,,,,,, zyxczyxbzyxa , то смешанное произведение 

может быть найдено по формуле: 

  
333

222

111

zyx

zyx

zyx

c,b,а  . 

 

Пример 1.11.  

Дано: a (–3, 1, 4), b (2, 3, –5), c (1, 9, –5), )7,11,0( d . 

Найти: 1) смешанное произведение векторов a , b и c ; 

2) выяснить образуют ли векторы a , b , c  базис в. 3  
Решение 

1) Если векторы заданы в некоторой декартовой прямоуголь-

ной системе координат ),,( 111 zyxa , ),,( 222 zyxb , ),,( 333 zyxc ,то 

смешанное произведение этих векторов находим по формуле: 

 

333

222

111

),,(

zyx

zyx

zyx

cba  . 

Координаты векторов )4,1,3(a , )5,3,2( b  и )5,9,1( c , 

тогда 
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

















91

32
4

51

52
1

59

53
3

591

532

413

),,( cba  

2560590)318(4)510()4515(3  . 

Итак, 25),,( cba . 

2) Смешанное произведение векторов b,a и с  не равно 

нулю, следовательно, векторы cba ,,  линейно независимы, а значит, 

образуют базис в 
3 . 

Пример 1.12. 
 Установить, образуют ли приведенные ниже векторы в простран-

стве 
3  базис: 

1) a (1, 2, 3); b (–1, 0, 2); с (–1, 3, 2); 

2) a (2, 1, 1); b (5, 3, 5); с (7, 4, 6). 

Решение 

1)Векторы  a , b  и с  образуют базис в 
3  тогда и только 

тогда, когда они некомпланарны, а значит, их смешанное произведе-

ние не равно нулю. 

( a , b , с )= 01546)1(49

231

201

321





  

Следовательно, векторы не компланарны, а значит, они обра-

зуют базис в 
3 . 

2) Найдем смешанное произведение векторов a , b , с  

.0154)2120()3530()2018(2

47

35
1

67

55
1

64

53
2

647

535

112

),,(



cba
 

Следовательно, векторы компланарны, а значит, они не образуют 

базис в 
3 . 
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Пример 1.13. 

Вычислить объем тетраэдра, построенного на векторах a  (3, 4, 0),  

b  (0, –3, 1), с  (0, 2, 5). 

Решение 

Vтетр = .парV
6

1
, где V .пар – объем параллелепипеда, построен-

ного на векторах a , b , с . 

Объем параллелепипеда, построенного на векторах сbа ,, , 

равен модулю их смешанного произведения: 

Найдем смешанное произведение векторов bа ,  и с . 

51)215(3
52

13
3

520

130

043

),,( 



столбцупервому

поразложим
cba ; 

  51 c,b,aV .пар . 

Объем тетраэдра Vтетр = .парV
6

1
, следовательно 

2

17
 51

6

1
тетрV .  

Пример 1.14. 

Выяснить лежат ли точки  А (-1, 4, 2), В (-3, 3, 1),С (0, 2, 5) и  

Д (4, 1, 5) в одной плоскости. 

Решение 

 Точки А, В, С, Д  лежат в одной плоскости, если векторы 

AB , AС , AД  компланарны, а значит их смешанное произведение 

равно нулю.  

Найдем координаты векторов: AB =(-2, -1,-1); AС =(1, -2, 3); 

AД =( 5, -3, 3). Вычислим смешанное произведение этих векторов: 
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( AB , AС , AД )=

335

321

112







= -2(-6+9)+1(3-15)-1(-3+10)=-25. 

Смешанное произведение векторов AB , AС , AД  не равно 

нулю, следовательно, векторы некомпланарные, а значит, точки А, В, 

С и  Д не лежат в одной плоскости.  

1.2. Прямая на плоскости 

Виды уравнений прямой на плоскости 

Прямая на плоскости может быть задана одним из следую-

щих ниже уравнений. 

1. Прямая на плоскости однозначно задается точкой и векто-

ром, перпендикулярным к этой прямой. Такой вектор называется 

нормальным вектором (рис. 1.8). 

 

Рис. 1.8. 

Пусть М0(x0, y0) –точка, лежащая на прямой L; а вектор  

n (А, В) – нормальный вектор прямой L. Тогда для любой точки  

М(x, y), лежащей на этой прямой, вектор MM 0 (x – x0, y – y0) будет 

перпендикулярен вектору n , а значит, их скалярное произведение 

должно быть равно нулю: 

 MM 0  n( MM 0 ; n ) = 0; 

 ( MM 0 , n ) = A(x – x0) + B(y – y0) = 0. 
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 A(x – x0) + B(y – y0) = 0 – 

получили уравнение прямой, проходящей через точку M0(x0, y0) пер-

пендикулярно вектору n (A, B). 

2. Выведем из полученного выше уравнения общее уравне-

ние прямой: 

Пусть  

 A(x – x0) + B(y – y0) = 0; 

Раскроем скобки: 

 Ax + By + (–Ax0 – By0) = 0. 

Обозначим (–Ax0 – By0) = C, тогда получаем 

 Ax + By + C = 0 – 

общее уравнение прямой на плоскости, где коэффициенты А, В - ко-

ординаты нормального вектора. 

3. Прямая на плоскости так же однозначно задается точкой и 

вектором, параллельным этой прямой. Такой вектор называется 

направляющим (рис. 1.9). 

 

Рис. 1.9. 

Пусть М0(x0, y0) – точка, лежащая на прямой L; а вектор 

q (l, m) – направляющий вектор этой прямой. Тогда для любой точки 

М(x, y), лежащей на этой прямой, вектор MM 0 (x – x0, y – y0) будет 

коллинеарен вектору q (l, m); следовательно, координаты вектора 

MM 0  будут пропорциональны координатам вектора q : 

 
m

yy

l

xx 00 



 – 
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получили каноническое уравнение прямой, проходящей через точку 

М(x0, y0) параллельно направляющему вектору q (l, m). 

4. Получим из канонического уравнения прямой параметри-

ческое уравнение, введя параметр t: 

 t
m

yy

l

xx





 00 ; 

 








mtyy

lt,xx

0

0
  

параметрическое уравнение прямой, проходящей через точку 

М(x0, y0) параллельно вектору q  (l, m). 

5. Если С  0, то можно из общего уравнения прямой 

Ax + By + С = 0 получить уравнение прямой «в отрезках». Разделим 

общее уравнение Ax + By = –С на  коэффициент (–С): 

 1







 y
C

B
x

C

A
. 

Обозначим: b
B

C
a

A

C
 ; , тогда 

 1
b

y

a

x
 – 

уравнение прямой в отрезках, где a  и b  – величины направленных 

отрезков, отсекаемых прямой от координатных осей (рис. 1.10). 

 

Рис. 1.10. 
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6. Если В  0, то можно получить уравнение прямой с угло-

вым коэффициентом. Из общего уравнения Ax + By + C = 0 выразим 

y через x: 

 By = –Ax – C; 

 
B

C
x

B

A
y  . 

Обозначим ;k
B

A
  b

B

С
 , тогда 

 y = kx + b – 

уравнение прямой с угловым коэффициентом, 

где k – угловой коэффициент прямой, или тангенс угла между пря-

мой и осью OX, k = tg; 

b – ордината точки пересечения прямой с осью OY (рис. 1.11). 

 

Рис. 1.11. 

7. Найдем уравнение прямой L, проходящей через 2 точки 

А(x1, y1) и B(x2, y2) на плоскости. Тогда q = AB  = (x2 – x1, y2 – y1) – 

направляющий вектор этой прямой, а точка A(x1, y1)  L. 

Для любой точки М(x, y), лежащей на прямой L, векторы 

AM  и q  должны быть коллинеарны, а значит, их координаты долж-

ны быть пропорциональны (рис. 1.12): 

 
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









 – 
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получили уравнение прямой, проходящей через точки A и B. 

 

Рис. 1.12 

Взаимное расположение прямых на плоскости 

Прямые на плоскости могут совпадать, пересекаться или 

быть параллельными. 

1.Пусть на плоскости заданы общими уравнениями две пря-

мые L1 и L2:  

 L1: A1x + B1y + С1 = 0, 

 L2: A2x + B2y + С2 = 0, 

где n 1(A1, B1) и n 2(A2, B2) – нормальные векторы прямых L1 и L2, 

соответственно. 

Прямые на плоскости совпадают или параллельны, если их 

направляющие вектора коллинеарные, а значит, их координаты про-

порциональны. 

Следовательно, прямые: 

а) совпадают, если 
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 ; 

б) параллельны, если 
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
 ; 

в) пересекаются, если 
2

1

2

1

B

B

A

A
 . 

2.Пусть прямые L1 и L2 заданы  каноническими уравнениями: 

 1

1

1

1
1 :

m

yy

l

xx
L






; 
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2

2

2

2
2 :

m

yy

l

xx
L





; 

Тогда, прямые: 

а) совпадают, если 
2

1

2

1

m

m

l

l
  и 

2

21

2

21

m

yy

l

xx 



; 

б) параллельны, если 
2

1

2

1

m

m

l

l
  и 

2

21

2

21

m

yy

l

xx 



; 

в) пересекаются, если. 
2

1

2

1

m

m

l

l
  

3.Если прямые L1 и L2 заданы уравнениями с угловым коэф-

фициентом 

 L1: y = k1x + b1, 

 L2: y = k2x + b2,  

то эти прямые: 

а) совпадают, если k1 = k2 и b1 = b2; 

б) параллельны, если k1 = k2 и b1  b2; 

в) пересекаются, если k1  k2. 

Угол между прямыми на плоскости 

1.Пусть на плоскости заданы прямые L1 и L2 общими уравне-

ниями: 

 L1: A1x + B1y + С1 = 0; 

 L2: A2x + B2y + С2 = 0. 

Тогда косинус наименьшего угла между двумя прямыми L1 и 

L2 на плоскости равен модулю косинуса угла между нормальными 

векторами этих прямых: 

 
2
2

2
2

2
1

2
1

2121

21

21

2121

,
,cos,cos

BABA

BBAA

nn

nn
nnLL




































 

. 

В случае если прямые 1L и 2L  перпендикулярны, их нор-

мальные векторы также перпендикулярны, а значит, скалярное про-
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изведение нормальных векторов должно быть равно нулю, т. е. 

)n,n( 21 =0 

2.Если прямые L1 и L2 заданы каноническими уравнениями: 

1

1

1

1
1 :

m

yy

l

xx
L






; 

2

2

2

2
2 :

m

yy

l

xx
L





;  

то косинус наименьшего угла между прямыми L1 и L2 равен 

модулю косинуса угла между направляющими векторами этих пря-

мых: 

 
2

2

2

2

2

1

2

1

2121

21

21

2121

,
,cos,cos

mmll

mmll

qq

qq
qqLL




























 


 

2. Если прямые L1 и L2 заданы уравнениями с угловым коэф-

фициентом 

 L1: y = k1x + b1, 

 L2: y = k2x + b2, 

то тангенс наименьшего угла между прямыми L1 и L2 можно 

найти по формуле: 

21

21
21

1
,

kk

kk
LLtg














 

, 

где 1k  и 2k  – угловые коэффициенты прямых L1 и L2. 

Заметим, что если прямые перпендикулярны, то произведе-

ние их угловых коэффициентов: 

121  kk  

Расстояние от точки до прямой на плоскости 

Пусть на плоскости заданы прямая L и точка M0, не принад-

лежащая этой прямой  

 L: Ax + By + C = 0; М0(x0, y0)  L, 
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тогда 

 
22

00

0 ),(
BA

CByAx
LM




  – 

расстояние от точки М0(x0, y0) до прямой L. 

Замечание. Расстояние между двумя параллельными прямыми на плоско-

сти можно найти по последней формуле, если находить расстояние от любой точки, 

принадлежащей одной прямой, до другой прямой. 

Пример 1.15. 

 Написать уравнение прямой L, проходящей через  точку М0(0, 2) 

перпендикулярно вектору n (–1, 1). 

Решение 

Для любой точки М(x, y), лежащей на прямой L, вектор 

MM 0  перпендикулярен нормальному вектору n : 

MM 0  n (рис. 1.13)  

Следовательно, их скалярное произведение должно быть 

равно нулю: ( MM 0 , n ) = 0. 

 

Рис. 1.13 

Вычислим скалярное произведение векторов MM 0  и n : 

 ( MM 0 , n )=1(x – 0) – 1(y – 2) = 0. 

Тогда общее уравнение прямой: 

 x – y + 2 = 0. 
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Пример 1.16. 
Написать уравнение прямой, проходящей через точку М0(6, 2) па-

раллельно вектору q  (0, –1). 

Решение 

Для любой точки M(x, y), лежащей на прямой L, вектор 

MM 0  коллинеарен вектору q  (0, –1) (рис. 1.14). Следовательно, их 

координаты должны быть пропорциональны. 

 

Рис. 1.14 

MM 0  (x – 6, y – 2) – координаты вектора MM 0 . 

Тогда каноническое уравнение прямой: 

 
1

2

0

6






 yx
. 

Пример 1.17. 
Написать уравнение прямой L, проходящей через точки М0 (6, 2) и 

М1 (0, 1). 

Решение 

Для любой точки M(x, y), лежащей на прямой L, вектор 

MM1  коллинеарен вектору 
01MM  (рис. 1.15), а значит, их коорди-

наты должны быть пропорциональны. 

 

Рис. 1.15 

Найдем координаты векторов MM1  и 
01MM : 
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. MM1 (x – 0, y – 1); 
01MM (6 – 0, 2 – 1) = (6, 1)  

Тогда каноническое уравнение прямой: 

 
1

1

6




yx
. 

Пример 1.18. 

 Написать уравнение прямой, проходящей через точку М0 (6, 2) па-

раллельно прямой L1: 3x – y + 1 = 0. 

Решение 

Вектор 1n (3, –1) – нормальный вектор прямой 1L . Прямые L 

и L1 параллельны, следовательно, вектор 1n  перпендикулярен пря-

мой L.  А значит, для любой точки M(x, y), лежащей на прямой L, 

вектор MM 0  перпендикулярен вектору 1n  (рис. 1.16), Следова-

тельно, скалярное произведение векторов MM 0  и  1n  должно быть 

равно нулю.  

Зная координаты векторов MM 0 (x – 6, y – 2) и 1n (3, –1), 

найдем их скалярное произведение: 

( MM 0 , 1n ) = 3(x – 6) – 1(y – 2) = 0; 

3x – 18 – y + 2 = 0; 

3x – y – 16 = 0 –общее уравнение прямой L. 

 

 

Рис. 1.16 
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Пример 1.19.  

Написать уравнение прямой L, проходящей через точку М0(6, 2) пер-

пендикулярно прямой L1: 3x – y + 1 = 0. 

Решение 

Прямые L и L1 перпендикулярны, следовательно, нормальный 

вектор прямой L1 параллелен прямой L.  

Для любой точки M(x, y), лежащей на прямой L, вектор 

MM 0  коллинеарен вектору 1n  (рис. 1.17). Следовательно, коорди-

наты этих векторов должны быть пропорциональны. 

 

Рис. 1.17 

Координаты векторов: MM 0 (x – 6, y – 2); 1n (3, –1). 

Тогда уравнение прямой: 
1

2

3

6






 yx
.  

Пример 1.20. Даны координаты  точек ),(P),,(L),,(Q 239413 . 

1)Проверить,  лежат ли точки на одной прямой;  

2)написать уравнение прямой QL; 

3)написать уравнение медианы QМ в треугольнике QPL; 

4)написать уравнение высоты, проведенной из вершины Q;  

5) найти координаты точки пересечения медиан в QPL; 

6)найти угол между медианой и высотой, проведенными из  

вершины Q. 

 
Решение 

1) Проверим, лежат ли точки на одной прямой. 

Если точки PLQ ,,  лежат на одной прямой, то вектор LP  

коллинеарен вектору QL , а значит, их координаты должны быть 
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пропорциональны (рис. 1.18). Найдем координаты векторов 

)8,7()19),3(4( QL  и )7,1()92,43( LP . Ко-

ординаты векторов LP  и QL  не пропорциональны, т.к.
8

7

7

1 



, 

следовательно, векторы  не коллинеарны, а значит, точки PLQ ,,  не 

лежат на одной прямой. 

 

Рис. 1.18 

2) Напишем уравнение прямой QL. 
Для любой точки M(x, y), лежащей на прямой QL, вектор 

QM  должен быть коллинеарен вектору QL  (рис. 1.19), а значит, их 

координаты должны быть пропорциональны. Координаты векторов: 

)8,7( );1,3(  QLyxQM . Тогда 

8

1

7

3 


 yx
 – каноническое уравнение прямой QL. 

 

Рис. 1.19 

3) Напишем уравнение медианы, проведенной из вер-

шины Q в треугольнике QPL (рис. 1.20). 
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Рис. 1.20 

Найдем координаты точки M0. Точка M0- середина отрезка 

LP, значит, ее координаты можно найти как среднее арифметическое 

координат точек L  и P. Координаты точек, тогда координаты точки 

M0: 













2

11

2

7

2

29

2

34
00 ,M),(М . 

Напишем уравнение прямой QM0. Для любой точки M(x, y), 

лежащей на прямой QM0, вектор QM  коллинеарен вектору 0QM , а 

значит, координаты этих векторов должны быть пропорциональны. 

Найдем координаты векторов 0QM  и QM : 




















2

9

2

13
1

2

11
3

2

7
0 ,),(QM ; )1,3(  yxQM . 

Запишем условие пропорциональности координат: 

29

1

213

3 


 y

/

x
 (умножим на (1/2)). 

Получили: 

9

1

13

3 


 yx
 – каноническое уравнение медианы QM0.  

4) Напишем уравнение высоты, проведенной из верши-

ны Q (рис. 1.21). 
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Рис. 1.21 

Пусть QH – высота. Тогда для любой точки M(x, y), лежащей 

на прямой QH, вектор QM  должен быть перпендикулярен вектору 

LP , а значит, скалярное произведение этих векторов должно быть 

равно нулю, т.е. 0),( LPQM .  

Найдем координаты векторов )1,3(  yxQM  и 

),(LP 71 , тогда 

01731  )y()x()LP,QM( ; 

0773  yx ; 

047  yx . 

x+7y -4=0 – получили уравнение высоты QH. 

5) Найдем координаты точки пересечения медиан в 

QPL (рис. 1.22). 

 

Рис. 1.22 
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Медианы треугольника делятся точкой их пересечения в со-

отношении 2:1, начиная от вершины: 

0

0 3

2

1

2

||
QMQO

OM

QO
 ; 

Координаты вектора 0QM были найдены ранее. (см. п. 3 

наст. задачи). 



























 3,

3

13

2

9

3

2
,

2

13

3

2

2

9
,

2

13
0 QOQM . 

Пусть О(x, y), тогда координаты вектора 









 3

3

13
13 ,)y,x(QO . Два вектора равны, если равны их со-

ответствующие координаты : 


























4

3

4
3

3

13

31

3

13
3

y

x

y

x
. 

Следовательно, 









4,

3

4
O  – точка пересечения медиан QPL. 

6) Найдем угол между медианой и высотой, проведен-

ными из вершины Q (рис. 1.23). 

 

Рис. 1.23 

Косинус наименьшего угла между прямыми равен модулю 

косинуса угла между нормальными векторами этих прямых: Урав-
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нение прямой QH: 047  yx , тогда, нормальный вектор этой 

прямой ),(n 712 . 

Напишем общее уравнение прямой QM0, используя канони-

ческое уравнение (см. п. 2 наст. задачи). 

9

1

13

3 


 yx
  

По свойству пропорций получим 

).1(13)3(9  yx  

Тогда имеем: 

 1313279 yx  

040139  yx  – общее уравнение прямой QM0 . Следова-

тельно, нормальный вектор прямой QM0  -– вектор ),(n 1391  . 

Тогда 

 








 

21

21

21

,
),cos(

nn

nn
nn  QHQM ,cos 0  

5

41

2550250

82

5016981

82

71139

71319

222













)(

.7) Найдем расстояние от точки Р до прямой QL (рис. 1.24). 

 

Рис. 1.24 

Запишем уравнение прямой QL (см. п. 2 наст. задачи). 

8

1

7

3 


 yx
. 

Перейдем к общему уравнению прямой: 

8(x + 3) = 7(y – 1); 

8x + 24 = 7y – 7 

8x – 7y + 31 = 0 – получим общее уравнение прямой QL. 

Точка P(3, 2)  QL. 
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Расстояние от точки до прямой на плоскости можно найти  

 по формуле: 
22

00
),(

BA

CByAx
LM




 , где 0:  CByAxL ,  

M(x0, y0). 

В нашем случае 

113

41
),ρ( 











4964

311424

78

312738

22 )(
QLP . 

Пример  1.21. 
 Выяснить взаимное расположение прямых L1 и L2. Если прямые пе-

ресекаются, то найти угол между ними и координаты точки их пере-

сечения, а если параллельны, то найти расстояние между ними. 

1) L1: –x + 2y + 1 = 0; 

L2: 2x – 4y + 5 = 0; 

2) L1: 
1

3

2

1






 yx
; 

L2: 
2

1

0

1 


 yx
. 

Решение 

1)Запишем координаты нормальных векторов прямых L1 и 

L2: 

1n (–1, 2) – нормальный вектор прямой L1; 

2n (2, –4) – нормальный вектор прямой L2. 

Найдем отношение координат нормальных векторов прямых: 

4

2

2

1


 . 

Так как координаты нормальных векторов пропорциональны, 

следовательно, векторы 1n  и 2n  коллинеарны, а значит, прямые L1, 

и L2 либо параллельны, либо совпадают. 

Так как  

5

1

4

2

2

1



 , то, прямые параллельны. 

Расстояние между прямыми найдем, как расстояние от точки 

М1, лежащей на прямой L1, до прямой L2 по формуле: 

22

00

21 ),(
BA

CByAx
LM




 ,  
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где ),(,0: 0012 yxMCByAxL  . 

Найдем координаты  точки M1, принадлежащей прямой L1. 

Для этого одну из координат, например y0, примем равной нулю 

(y0 = 0), тогда x0 = 1, значит точка 11 )0,1( LM  . 

Тогда 

10

57







20

7

)4(2

50412
),(),(

22
2121 LMLL . 

2) 
1

3

2

1
:1






 yx
L ; 

 
2

1

0

1
:2




 yx
L . 

Найдем направляющие векторы прямых L1 и L2: 

1q (2, –1); 2q (0, 2). 

Координаты направляющих векторов не пропорциональны: 

1

2

2

0


 .  

Следовательно, прямые L1 и L2 не параллельны, т.е., прямые 

L1 и L2 пересекаются. Косинус наименьшего угла между прямыми 

равен модулю косинуса угла между направляющими векторами этих 

прямых. (рис. 1.25): 

 

Рис. 1.25 

Тогда  




21

21

2121

),(
),cos(),cos(

qq

qq
qqLL  
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.
52

2

4014

2102

5

5





   

Найдем координаты точки пересечения прямых L1 и L2. Для 

этого получим общие уравнения этих прямых. 

1

3

2

1
1






 yx
:L  621  yx 052  yx  

2

1

0

1
2




 yx
:L 022  x  01 x . 

Пусть точка М ( 00 y,x )-точка пересечения прямых L1 и L2. 

Тогда координаты точки М должны удовлетворять обоим уравнени-

ям. Решим систему уравнений: 


















1

3

01

052

x

y

x

yx
. 

Следовательно, точка М (1,-3) точка пересечения прямых L1 

и L2. 

1.3. Плоскость в пространстве 

Виды уравнений плоскости в пространстве 

Плоскость в пространстве может быть задана одним из сле-

дующих ниже уравнений. 

1. Плоскость в пространстве однозначно задается точкой и 

вектором, перпендикулярным этой плоскости. Такой вектор называ-

ется нормальным. 

Пусть ),,( 0000 zyxM  – точка, принадлежащая плоскости Р, а 

вектор n (A, B, C) – нормальный вектор плоскости Р (рис. 1.26.). То-

гда для любой точки М, лежащей в плоскости Р, вектор 

),,( 0000 zzyyxxMM   будет перпендикулярен вектору n , а зна-

чит, их скалярное произведение должно быть равным нулю. 
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Рис. 1.26 

 0)( 00  nMMnMM ; 

 0)()()( 000  zzCyyBxxA  – 

получили уравнение плоскости, проходящей через точку M0(x0, y0, z0) 

перпендикулярно вектору n (A, B, C). 

2. Выведем из полученного выше уравнения общее уравне-

ние плоскости: 

 0)()()( 000  zzCyyBxxA ; 

 0)( 000  CzByAxCzByAx . 

Обозначим DCzByAx  000 , тогда получаем 

 0 DCzByAx  – 

общее уравнение плоскости, где коэффициенты А, В и С - координа-

ты вектора нормали. 

3. Если D  0, можно получить уравнение плоскости «в от-

резках» из общего уравнения плоскости 0 DCzByAx , разде-

лив его на (–D): 

 1
















 z

D

C
y

D

B
x

D

A
. 

Обозначим c
C

D
b

B

D
a

A

D
 ,, , тогда получаем урав-

нение плоскости в «отрезках» 
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 1
c

z

b

y

a

x
, 

где a, b, c – величины направленных отрезков, отсекаемых плоско-

стью от координатных осей. 

Взаимное расположение плоскостей 

Пусть  в пространстве заданы две плоскости P1 и P2 

 0: 11111  DzCyBxAP ; 

 0: 22222  DzCyBxAP , 

где ),,( 1111 CBAn  и ),,( 2222 CBAn  – нормальные векторы плоскостей 

P1 и P2, соответственно. 

Плоскости в пространстве могут совпадать, быть параллель-

ными или пересекаться. 

Плоскости совпадают или параллельны, если их нормальные 

векторы коллинеарны, а значит, координаты нормальных векторов 

должны быть пропорциональны. Следовательно, плоскости: 

1) совпадают, если 
2

1

2

1

2

1

2

1

D

D

C

C

B

B

A

A
 ; 

2) параллельны, если 
2

1

2

1

2

1

2

1

D

D

C

C

B

B

A

A
 ; 

3) пересекаются – в остальных случаях. 

Угол между плоскостями 

Пусть заданы две плоскости P1 и P2 

 0: 11111  DzCyBxAP ; 

 0: 22222  DzCyBxAP , 

где ),,( 1111 CBAn  и ),,( 2222 CBAn  – нормальные векторы плоскостей 

P1 и P2, соответственно. 

Косинус наименьшего двугранного угла между плоскостями 

Р1 и Р2  равен модулю косинуса угла между нормальными векторами 

этих плоскостей: 
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2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121
2121 ),cos(),cos(

CBACBA

CCBBAA
nnPP








. 

Расстояние от точки до плоскости 

Пусть задана плоскость 0:  DCzByAxP  и точка 

),,( 000 zyxM  не лежащая в плоскости Р. 

Тогда 
222

000
),(

CBA

DCzByAx
PM




  – расстояние от точки 

M(x0, y0, z0) до плоскости Р. 

Замечание. Расстояние между двумя параллельными плоскостями можно 

найти по той же формуле, если находить расстояние от любой точки, принадлежа-

щей одной плоскости, до другой плоскости. 

Уравнение плоскости, проходящей через три точки, не 
лежащие на одной прямой 

Пусть плоскость Р проходит через точки A(x1, y1, z1);  

B(x2, y2, z2); C(x3, y3, z3). 

Тогда для любой точки М, принадлежащей плоскости Р, век-

торы AM , AB  и AC  должны быть компланарны, а значит их сме-

шанное произведение должно быть равно нулю. Запишем координа-

ты векторов: 

),,( 111 zzyyxxAM  ; 

),,( 121212 zzyyxxAB  ; 

),,( 131313 zzyyxxAC  . 

Тогда смешанное произведение векторов 0),,( ACABAM . 

Его можно вычислить по формуле: 

 0

131313

121212

111









zzyyxx

zzyyxx

zzyyxx

. 
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Раскрыв, данный определитель по элементам первой строки, 

получим уравнении плоскости, проходящей через три заданные точ-

ки. 

Пример  1.22.  

Написать уравнение плоскости Р, проходящей через точку  

М0(2, 0, –3) параллельно плоскости Р1,: x – y + z – 3 = 0. 

Решение 

Плоскость Р параллельна плоскости Р1, следовательно, нор-

мальный вектор 1n  плоскости Р1 перпендикулярен плоскости  Р 

(рис. 1.27). 

 

Рис. 1.27 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей в плоскости Р, вектор 

MM 0  перпендикулярен вектору 1n , следовательно, скалярное про-

изведение векторов MMиn 01  равно нулю. 

Координаты нормального вектора 1n , плоскости Р1 – это ко-

эффициенты перед yx,  и z  в уравнении плоскости: 

)1,1,1(1 n . 

Координаты вектора MM 0  = (x – 2, y, z + 3). 

Вычислим скалярное произведение векторов MMиn 01 : 

),( 01 MMn =1(x – 2) – 1y + 1(z + 3) = 0; 

x – 2 – y + z + 3 = 0; 

x – y + z + 1 = 0 –  
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уравнение плоскости Р, проходящей через точку М0(2, 0, –3) парал-

лельно плоскости Р1. 

Пример 1.23. 

Написать уравнение плоскости Р, проходящей через точки  

М1(1, 2, –1) и М0(2, 0, –3) перпендикулярно плоскости  

Р1: x – y + z – 3 = 0. 

Решение 

Координаты нормального вектора 1n  плоскости Р1. – это ко-

эффициенты перед yx,  и z  в уравнении плоскости: 

)1,1,1(1 n . 

Плоскости  Р и Р1 перпендикулярны, следовательно, вектор 

нормали плоскости Р1 параллелен плоскости P . 

Точки М1(1, 2, –1) и М0(2, 0, –3) лежат в плоскости Р. 

(рис. 1.28).Следовательно, для любой точки М(x, y, z), лежащей в 

плоскости Р, векторы 
01MM , MM1  и 1n  должны быть компланар-

ны, а значит их смешанное произведение должно быть равно нулю  

 

Рис. 1.28 

Найдем координаты векторов MM1  = (x – 1, y – 2, z + 1) и 

01MM  = (2 – 1, 0 – 2, –3 + 1) = (1, –2, –2). 

Тогда смешанное произведение векторов
01MM , MM1  и 1n : 

( MM1 , 
01MM , 1n ) = 0

111

221

121







 zyx

. 

Разложим определитель по элементам первой строки: 
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0
11

21
)1(

11

21
)2(

11

22
)1( 












 zyx ; 

(–2 – 2)(x – 1) – (1 + 2)(y – 2) + (–1 + 2)(z + 1) = 0; 

–4(x – 1) – 3(y – 2) + (z + 1) = 0; 

–4x + 4 – 3y + 6 + z + 1 = 0; 

–4x – 3y + z + 11 = 0 |:(–1). 

4x + 3y – z – 11 = 0  
– уравнение плоскости Р, проходящей через точки М1 и М2 перпен-

дикулярно плоскости Р1. 

Пример  1.24. 
Написать уравнение плоскости Р, проходящей через точки  

М1(1, 2, –1), М2(0, 2, 1) параллельно вектору )5,2,3(a . 

Решение 

Вектор MM1  лежит  в плоскости  Р, а вектор a  параллелен 

данной плоскости, следовательно, для любой точки М(x, y, z), лежа-

щей в плоскости Р, векторы MM1 , 
21MM  и a  должны быть ком-

планарны (рис. 1.29), а значит, их смешанное произведение должно 

быть равно нулю. 

 

Рис. 1.29 

Найдем координаты  векторов
21MM  и MM1 :  

21MM  = (0–1, 2–2, 1+1) = (–1, 0, 2) и  

MM1  = (x – 1, y – 2, z + 1). 

Тогда, смешанное произведение векторов MM1 , 
21MM и a : 
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0

523

201

121

),,( 211 





zyx

aMMMM . 

Разложим определитель по 1-й строке: 

0
23

01
)1(

53

21
)2(

52

20
)1( 





 zyx ; 

0)1)(032()2)(325()1)(2250(  zyx ; 

0)1(2)2(11)1(4  zyx ; 

022221144  zyx ; 

0202114  zyx  – 

уравнение плоскости Р, проходящей через точки М1 и М2 параллель-

но вектору a . 

Пример  1.25. 
Написать уравнение плоскости Р, проходящей через три точки  

М1(1, 2, –1), М2(0, 2, 3) и М3(1, –1, 0). 

Решение 

Проверим, что точки М1, М2, М3 не лежат на одной прямой, 

для этого найдем координаты векторов: 

21MM  = (0 – 1, 2 – 2, 3 + 1) = (–1, 0, 4); 

31MM  = (1 – 1, –1 – 2, 0 + 1) = (0, –3, 1). 

Векторы 
21MM  и 

31MM  не коллинеарные (так как их коор-

динаты не пропорциональны), значит, точки М1, М2, М3 не лежат на 

одной прямой. 

Напишем уравнение плоскости Р. Для любой точки М(x, y, z), 

лежащей в плоскости Р, векторы MM1 , 
21MM  и 

31MM  должны 

быть компланарны (рис. 1.30), а значит, их смешанное произведение 

должно быть равно нулю: 

0),,( 31211 MMMMMM . 
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Рис. 1.30 

Найдем координаты векторов MM1 , 
21MM  и 

31MM : 

MM1  = (x – 1, y – 2, z + 1);  

21MM  = (–1, 0, 4);  

31MM  = (0, –3, 1). 

Тогда их смешанное произведение:  











130

401

121

),,( 31211

zyx

MMMMMM  













30

01
)1(

10

41
)2(

13

40
)1( zyx  

;0)1(32)1(12

)0)3(1)(1()041)(2()4)3(10)(1(





zyx

zyx
 

03321212  zyx ; 

011312  zyx – 

уравнение плоскости Р, проходящей через точки М1, М2, М3. 

Пример 1.26. 
Выяснить взаимное расположение плоскостей. Если плоскости па-

раллельны, найти расстояние между ними, а если пересекаются, то – 

угол между ними. 

1) Р1: x – 3y + 4z – 1 = 0, 

P2: –3x + 9y – 12z + 4 = 0; 

2) Р1: 2x – 3y + z – 5 = 0, 

P2: 9x + y – 4z – 1 = 0. 

Решение 

1) Запишем координаты нормальных векторов плоскостей Р1 

и Р2. 
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1n (1, –3, 4) – нормальный вектор плоскости Р1; 

2n (–3, 9, –12) – нормальный вектор плоскости Р2. 





 4

1

12

4

9

3

3

1
плоскости параллельны, так как ко-

ординаты их нормальных векторов пропорциональны. 

Найдем координаты точки M1, принадлежащей плоскости P1. 

Для этого примем y0 и z0 равными 0, тогда x0 = 1: М1(1, 0, 0). Найдем 

расстояние между плоскостями Р1 и Р2 как расстояние от точки М1, 

лежащей в плоскости Р1, до плоскости Р2 по формуле: 

222

000

12 ),(
CBA

DCzByAx
MP




 ; 

где Р2: 0 DCzByAx , )z,y,x(М1 000 . 

Тогда: 

.
144819

1

)12(9)3(

40120913
),(),(

222
2121

234

1









 PMPP

 

2) Р1: 2x – 3y + z – 5 = 0, 

 P2: 9x + y – 4z – 1 = 0.  

Запишем координаты нормальных векторов плоскостей Р1 и 

Р2. 

1n (2, –3, 1) – нормальный вектор плоскости Р1; 

2n (9, 1, –4) – нормальный вектор плоскости Р2. 

1

3

9

2 
  

Так как координаты нормальных векторов не пропорцио-

нальны, то плоскости пересекаются. 

Косинус наименьшего двугранного угла между плоскостями 

Р1 и Р2 равен модулю косинуса угла между нормальными векторами 

этих плоскостей: 
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.

)()(

)(

|n||n|

|)n,n(|
)n,ncos()P,Pcos(

714

11


















9814

11

16181194

4318

419132

411392

222222

21

21
2121

 

1.4. Прямая в пространстве 

Уравнения прямой в пространстве 

Прямая в пространстве может быть задана одним из следую-

щих ниже уравнений. 

1. Прямая в пространстве может быть задана как  линия пе-

ресечения двух непараллельных плоскостей: 

 








;0

0;

2222

1111

DzCyBxA

DzCyBxA
 

где коэффициенты А1, В1, С1 не пропорциональны коэффициентам 

А2, В2, С2. Это общее уравнение прямой в пространстве. 

2. Прямая в пространстве однозначно задается точкой  

M0(x0, y0, z0), лежащей на этой прямой, и вектором q (l, m, n), парал-

лельным этой прямой. Такой вектор называется направляющим 

(рис. 1.31). 

 

Рис. 1.31 
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Для любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой L, вектор 

MM 0  коллинеарен вектору q , а значит, координаты этих векторов 

должны быть пропорциональны. 

Координаты вектора: 

MM 0  = (x – x0, y – y0, z – z0), тогда 

 
n

zz

m

yy

l

xx 000 






 – 

каноническое уравнение прямой, проходящей через точку  

М0(x0, y0, z0) параллельно направляющему вектору q  (l, m, n). 

3. Из канонического уравнения прямой получим параметри-

ческое уравнение, введя параметр t  (–,): 

 t
n

zz

m

yy

l

xx








 000 . 

 














ntzz

mtyy

ltxx

0

0

0

 – 

параметрическое уравнение прямой, проходящей через точку  

М0(x0, y0, z0) параллельно направляющему вектору q  (l, m, n). 

Взаимное расположение прямых в пространстве 

Прямые в пространстве могут совпадать, быть параллельны-

ми, пересекаться или скрещиваться. 

Две прямые L1 и L2 лежат в одной плоскости тогда и только 

тогда, когда компланарны векторы 1q , 2q  и 
21MM ; где 1q  и 2q  – 

направляющие векторы прямых L1 и L2, соответственно, а вектор 

21MM  – вектор, соединяющий произвольную точку М1, лежащую 

на прямой L1, с точкой М2, лежащей на прямой L2. 

Следовательно, если  смешанное произведение векторов 1q , 

2q , 
21MM  равно нулю, то прямые лежат в одной плоскости. 

Если прямые принадлежат одной плоскости, то они могут 

совпадать, пересекаться и быть параллельными. 



61 

Пусть заданы прямые L1 и L2:  

 
1

1

1

1

1

1
1 :

n

zz

m

yy

l

xx
L








; 

 
2

2

2

2

2

2
2 :

n

zz

m

yy

l

xx
L








;  

где точка М1(x1, y1, z1) лежит на прямой  L1 , точка  М2(x2, y2, z2) лежит 

на прямой L2,, а 1q (l1, m1, n1) и 2q (l2, m2, n2) – направляющие векто-

ры прямых L1 и L2, соответственно: 

Тогда прямые L1 и L2: 

1) скрещиваются, если  

 0

121212

222

111



 zzyyxx

nml

nml

; 

2) пересекаются, если 

 0

121212

222

111



 zzyyxx

nml

nml

 

и вектор 1q  не коллинеарен вектору 2q , т. е. координаты этих век-

торов не пропорциональны; 

3) параллельны, если 

 
2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

l

l
  и точка М1(x1, y1, z1)  L2; 

4) совпадают, если 

2

1

2

1

2

1

n

n

m

m

l

l
  и точка М1(x1, y1, z1)  L2. 

Угол между прямыми в пространстве 

Пусть заданы прямые L1 и L2 
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,:

,:

2

2

2

2

2

2
2

1

1

1

1

1

1
1

n

zz

m

yy

l

xx
L

n

zz

m

yy

l

xx
L

















 

где точка М1(x1, y1, z1) лежит на прямой  L1 , точка  М2(x2, y2, z2) лежит 

на прямой L2,, а 1q (l1, m1, n1) и 2q (l2, m2, n2) – направляющие векто-

ры прямых L1 и L2. (рис. 1.32). 

 

Рис. 1.32 

Косинус наименьшего угла между прямыми L1 и L2 равен 

модулю косинуса угла между направляющими векторами этих пря-

мых: 

 

.

),(
),cos(),cos(

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

21

21

2121

nmlnml

nnmmll

qq

qq
qqLL












 



63 

Расстояние от точки до прямой в пространстве 

Пусть задана прямая 
n

zz

m

yy

l

xx
L 000:








 и точка 

LzyxM ),,( 000 , где q (l, m, n) – направляющий вектор пря-

мой L (рис. 1.33). 

 

Рис. 1.33 

Тогда расстояние от точки М до прямой L  можно найти по 

формуле: 

 
 

q

qMM
MKLM

 ,
),(

0
  , 

где   ,0 qMM  – длина вектора векторного произведения вектора 

MM 0  на вектор q ; 

K – проекция точки M на прямую L. 

Замечание. Расстояние между параллельными прямыми может быть 

найдено по этой же формуле, как расстояние от любой точки, принадлежащей одной 

прямой, до другой прямой. 
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Расстояние между скрещивающимися прямыми в 
пространстве 

Пусть заданы прямые L1 и L2 

 

,:

;:
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2

2
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2
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1

1

1

1

1

1
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xx
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где точка М1(x1, y1, z1) лежит на прямой  L1 , точка  М2(x2, y2, z2) лежит 

на прямой L2,, а 1q (l1, m1, n1) и 2q (l2, m2, n2) – направляющие векто-

ры прямых L1 и L2. 

Прямые L1 и L2 не лежат в одной плоскости, значит, смешан-

ное произведение векторов 
21MM , 1q , 2q  не равно нулю. 

Тогда расстояние между скрещивающимися прямыми  можно найти 

по формуле: 

 
 

  q,q

q,q,MM
)L,L(

21

2121

21  , 

где  2121 q,q,MM  – модуль смешанного произведения векторов 

21MM , 1q  и 2q . 

    , 21 qq  – длина вектора векторного произведения векторов  

1q  и 2q . 

Взаимное расположение прямой и плоскости в 
пространстве 

Пусть в пространстве заданы прямая  

 
n

zz

m

yy

l

xx
L 000:








 и плоскость 0:  DCzByAxP . 

Точка LzyxM ),,( 000 , вектор q (l, m, n) – направляющий 

вектор прямой L; вектор n (А, В, С) – нормальный вектор плоскости 

Р. 
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Прямая может пересекать плоскость, быть ей параллельной 

или лежать в плоскости. 

1. Если прямая лежит в плоскости, (рис. 1.34), то нормальный 

вектор n  плоскости Р перпендикулярен направляющему вектору q  

прямой L и точка М(x0, y0, z0)  P. 

Таким образом, прямая лежит в плоскости, если: 

)q,n(  Al + Bm + Cn = 0 и 0000  DCzByAx  

 

Рис. 1.34 

2. Если прямая параллельна плоскости, (рис. 1.35), то нор-

мальный вектор n  плоскости Р перпендикулярен направляющему 

вектору q  прямой L и точка М(x0, y0, z0)   P. 

Таким образом, прямая параллельна плоскости, если: 

)q,n(  Al + Bm + Cn = 0 и 0000  DCzByAx  

 

q

 

Рис. 1.35 

3. Прямая пересекает плоскость (рис. 1.36), если векторы n  

и q  не перпендикулярны, а значит их скалярное произведение не 

равно нулю: 

0),( qn , т. е. Al + Bm + Cn  0. 
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Рис. 1.36 

Угол между прямой и плоскостью 

Пусть заданы прямая  
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l

xx
L 000:


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
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
 

и плоскость P: 0 DCzByAx , 

где точка ),,( 0000 zyxM лежит на прямой  L , вектор q (l, m, n)  

направляющий вектор прямойL, вектор ),,( CBAn - нормальный 

вектор плоскости P. 

Синус наименьшего угла  между прямой L и плоскостью P 

(рис. 1.37) равен модулю косинуса угла между нормальным векто-

ром плоскости и направляющим вектором прямой: 

 
222222
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),cos(),sin(

nmlCBA

CnBmAl
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qn
qnPL
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

, 



67 

 

Рис. 1.37 

Пример 1.27. 
Написать уравнение прямой L, проходящей через точки  

М1(1, 2, –1) и М2(3, 0, 4). 

Решение 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой L, вектор 

MM1  коллинеарен вектору 
21MM , а значит, их координаты долж-

ны быть пропорциональны (рис. 1.38). 

 

Рис. 1.38 

Запишем координаты векторов MM1  и 
21MM : 

MM1  = (x – 1, y – 2, z + 1); 

21MM  = (3 – 1, 0 – 2, 4 + 1) = (2, –2, 5). 

Тогда уравнение прямой 

 
5

1

2

2

2

1
:









 zyx
L . 
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Пример 1.28. 
Написать уравнение прямой, проходящей через точку М0(1, 2, –1) 

параллельно вектору a (–4, 2, 3). 

Решение 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой L, векторы a  

и MM 0  должны быть коллинеарными, а значит, их координаты 

должны быть пропорциональны (рис. 1.39). 

 

Рис. 1.39 

Координаты вектора MM 0  = (x – 1, y – 2, z + 1). 

Тогда уравнение прямой 

 
3

1

2

2

4

1
:









 zyx
L . 

Пример 1.29. 
Написать уравнение прямой, проходящей через точку М0(1, 2, –1) 

параллельно прямой L1: 
3

1

4

1

0

1 







 zyx
. 

Решение 

Вектор 1q (0, –4, 3) – направляющий вектор прямой L1. 

Для любой точки М(x, y, z) , лежащий на прямой L, вектор 

MM0  коллинеарен вектору 1q , а значит, их координаты должны 

быть пропорциональны (рис. 1.40). 
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Рис. 1.40 

Координаты вектора MM 0  = (x – 1, y – 2, z + 1), 

тогда 

 
3

1

4

2

0

1
:









 zyx
L . –  

уравнение прямой, проходящей через точку М0 параллельно прямой 

L1:. 

Пример 1.30. 

Найти каноническое уравнение прямой 








.0532

,014
:

zx

zyx
L  

Решение 

Первый способ: 

Напишем каноническое уравнение прямой L. Для этого надо 

найти координаты направляющего вектора q  и координаты какой-

либо точки, принадлежащей прямой L. 

Найдем координаты точки М0., лежащей на прямой. Для это-

го мы можем одну из координат, например 0z , взять равной нулю. 

Пусть точка М0( 000 ,y,x ) принадлежит прямой L, тогда ее координа-

ты должны удовлетворять уравнению данной прямой. 
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Найдем координаты направляющего вектора q . 

1n (1, –1, 4) – нормальный вектор плоскости Р1: x – y + 4z – 1 = 0; 

)3,0,2(2 n  – нормальный вектор плоскости Р2: 2x – 3y + 5 = 0 

(рис. 1.41). 

 

Рис. 1.41 

Направляющий вектор q  прямой L  перпендикулярен векто-

рам 1n (1, –1, 4) и )3,0,2(2 n , следовательно, он коллинеарен век-

тору векторного произведения векторов 1n  и 2n . Найдем векторное 

произведение векторов 1n  и 2n : 
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 

.kjik))((j)(i))((

kji

kji

n,n

211312012430431

02

11

32

41

30

41

302

41121
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









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Итак,  вектор q (3, 11, 2) - направляющий вектор прямой L; а 

точка 







 0,

2

7
,

2

5
0M L , отсюда получаем каноническое уравне-

ние прямой L: 

211

2

7

3

2

5

z
yx









. 

Второй способ:  

Пусть 








0532

014
:

zx

zyx
L  

Выразим из второго уравнения x  и подставим его в первое 

уравнение: 


















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
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























23
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5
11
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7

2

z
x

y
z

211

2

7

3

2

5

z
yx









 – каноническое уравне-

ние прямой L: 

Третий способ. 

Найдем координаты двух точек, лежащих на данной прямой. 
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Координаты точки 







 0,

2

7
,

2

5
0M L были найдены ранее. 

Найдем координаты еще одной точки, лежащей на прямой – 

 1111 ,, zyxM   

Пусть, например, 01 x . Тогда  

.
3

5
,

3

17
,0

3

5

3

17

3
5

14
 

053

14

1

1

1

1

11

1

11
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












\ 

Найдем координаты вектора 01MM : 

)
3

5
;

6

55
;

2

5
()

3

5
0;

3

17

2

7
;0

2

5
(01 MM . 

Тогда в качестве направляющего вектора прямой мы можем 

взять любой вектор, коллинеарный вектору 01MM . Например, мо-

жем взять вектор q (3, 11, 2). Тогда каноническое уравнение прямой: 

211

2

7

3

2

5

z
yx









 

Пример 1.31. 
Выяснить взаимное расположение прямых L1 и L2. Если прямые па-

раллельны или скрещиваются, найти расстояние между ними; если 

пересекаются – то угол между ними и координаты точки их пересе-

чения. 
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73 

2)

;
11

2

2

1
:

,
3

2

4

1

0

1
:

2

1

zyx
L

zyx
L


















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Решение 

1) 

.
3

1

1

1

2

4
:

,
6
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


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Запишем координаты направляющих векторов прямых L1 и 

L2, и координаты точек, принадлежащих данным прямым: 

1q (–4, 2, 6) – направляющий вектор прямой L1,  

2q (2, –1, –3) – направляющий вектор прямой L2, 

точка  М1(1, –3, 2)  L1, точка  М2(–4, 1, –1)  L2. 

Заметим, что координаты векторов 1q  и 2q пропорциональ-

ны, т.к. 
6

3

2

1

4

2 






; следовательно, векторы 1q  и 2q коллине-

арные. 

Подставим координаты точки М1(1, –3, 2)  L1 в уравнение 

прямой L2: 

21
1

13

2

41
LM 







. 

Следовательно, прямые параллельны. 

Расстояние между ними можно найти, как расстояние от точ-

ки М1(1, –3, 2) до прямой L2. 

Расстояние от точки М1 до прямой L2 можно найти  по следу-

ющей формуле:
 

2

212

21

 ,
),(

q

qMM
LM  , где 2q  – направляющий 

вектор прямой L2; М2 – точка, принадлежащая прямой L2. 
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Найдем координаты вектора 12MM : 

)3,4,5()12,13,41(
12 MM . 

Вычислим  векторное произведение векторов 12MM  и 2q : 

 

.32115)85()615()312(

)2)4()1(5()23)3(5())1(3)3(4(
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45
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Найдем длину вектора векторного произведения векторов 

12MM  и 2q : 

  31532115, 222

212  qMM . 

Вычислим длину вектора 2q : 

149142 q . 

Тогда 

14

315
),ρ( 21 LL . 
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Запишем координаты направляющих векторов прямых L1 и 

L2, и координаты точек, принадлежащих данным прямым: 

1q (0, 4, –3) – направляющий вектор прямой L1,  

2q (2, –1, 1) – направляющий вектор прямой L2, 

точка М1(–1, –1, 2)  L1, точка М2(1, 2, 0)  L2. 

Прямые лежат в одной плоскости, если векторы 1q , 2q  и 

21MM  компланарны, а значит, смешанное произведение этих векто-

ров равно нулю, т. е. ( 1q , 2q , 
21MM ) = 0. 

Найдем координаты вектора 
21MM : 
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21MM  = (1 + 1, 2 + 1, 0 – 2) = (2, 3, –2). 

Вычислим смешанное произведение векторов 1q , 2q  и 

21MM : 

 

.0242483)6(4)26(3)222(4

32

12
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4

232

112

340

,, 2121

















MMqq
 

  0,, 2121 MMqq   

Следовательно, прямые лежат в одной плоскости. 

Координаты векторов 1q  и 2q  не пропорциональны, т. к. 

12  и
1

4

2

0
qq


 не коллинеарны, значит, прямые L1 и L2 

пересекаются.  

Найдем  угол между прямыми L1 и L2. Косинус наименьшего 

угла между прямыми L1 и L2 равен модулю косинуса угла между 

направляющими векторами этих прямых: 

.
1)1(2)3(40

)3()1(420
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Найдем координаты точки пересечения прямых. Перейдем к 

параметрическим уравнениям прямых. L1 и L2: 

.
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1
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Выразим переменные yx,  и z  через параметры 2tиt1 : 

L1: 





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
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Пусть точка )z,y,x(М 0000 - точка пересечения прямых L1 и 

L2. Тогда координаты этой точки должны удовлетворять уравнениям 

прямых L1 и L2. 

Тогда, имеем: 


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Получим следующую систему уравнений: 
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Подставив параметр 1t = 1 в параметрическое  уравнение 

первой прямой, получим координаты точки 0М  (-1, 3, -1). 

Итак, точка 0М  (-1, 3, -1) - точка пересечения прямых L1 и 

L2. 
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Запишем координаты направляющих векторов прямых L1 и 

L2, соответственно: 

1q (2, 1, 0) и 2q (-1, 2, -3). 

Координаты точек, принадлежащих данным прямым : 

М1(–1, 2, 0)  L1,  М2(3, -1, 2)  L2. 

Найдем координаты вектора 
21MM : 

21MM  = (3 + 1, –1 – 2, 2 – 0) = (4, –3, 2). 

Прямые лежат в одной плоскости, если векторы 1q , 2q  и 

21MM  компланарны, т. е. ( 1q , 2q , 
21MM ) = 0. 

Найдем смешанное произведение векторов: 1q , 2q  и 
21MM : 
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Смешанное произведение векторов не равно нулю, следова-

тельно, векторы 1q , 2q , 
21MM  не компланарны, а значит, прямые 

L1 и L2 скрещиваются. Найдем расстояние между прямыми L1 и L2 по 

формуле: 

 
  q,q

MM,q,q
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2121

21  . 

 Найдем  векторное произведение векторов 1q , и 2q : 
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Длина вектора векторного произведения: 

  702536956)3( , 222

21 qq . 

Модуль смешанного произведения векторов 1q , 2q , 
21MM : 

|( 1q , 2q , 
21MM )| = 20, 

тогда 

  7
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21

2121
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qq

MMqq
LL . 

Пример 1.32. 

Дано: координаты точек Q(–9, 1, -1); L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1);  

N(-1, 0, 2). 

Найти: 1) проверить, что точки Q, L, Р не лежат на одной пря-

мой; 

2) проверить, что точки Q, L, P, N не лежат в одной 

плоскости; 

3) написать уравнение плоскости, проходящей через 
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точки Q, L, Р; 

4) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точку N, параллельно плоскости (QLР); 

5) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точку Р параллельно векторам QP  и QN ; 

6) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точки N и Q,  перпендикулярно плоскости (QLP); 

7) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точки L и Q ,параллельно вектору NP ; 

8) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точку N, параллельно координатной плоскости XOY; 

9) написать общее, каноническое и параметрическое 

уравнение прямой QP; 

10) написать уравнение прямой, проходящей через 

точку Q параллельно оси OZ; 

11) написать уравнение медианы QM в QPL; 

12) написать уравнение высоты QH в QPL; 

13) написать уравнение прямой, проходящей через 

точку N параллельно прямой QP; 

14) написать уравнение высоты NH тетраэдра QLPH; 

15) написать уравнение прямой, перпендикулярной 

прямым QP и QN и проходящей через точку L; 

16) найти угол между прямой QP и прямой LN; 

17) найти угол между прямой PN и плоскостью (QPL); 

18) найти величину двугранного угла между плоско-

стями (QPL) и (NPQ); 

19) найти площадь  треугольника QPL; 

20) найти объем тетраэдра QLNP; 

21) найти расстояние от точки N до прямой QP; 

22) найти расстояние от точки N до плоскости (QLP); 

23) найти расстояние между прямыми QP и LN; 

24) найти координаты точки N1, симметричной точке N 

относительно прямой LР; 

25) найти координаты точки N2, симметричной точке N 

относительно плоскости QLP. 
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1) Проверить, что точки Q(–9, 1, -1); L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1) 

не лежат на одной прямой. 

Решение 

Если точки Q, L, P лежат на одной прямой, то векторы QL  и 

QP  коллинеарные, (рис. 1.42)., а значит, их координаты должны 

быть пропорциональны  

 

Рис. 1.42 

Найдем координаты векторов QL  = (9, 2, -4) и QP  = (-3, -4, 2). 

Координаты векторов QL  и QP  не пропорциональны, т. к. 

4

2

3

9





, следовательно, точки Q, L и P не лежат на одной прямой. 

2) Проверить, что точки Q(–9, 1, -1); L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1);  

N(-1, 0, 2) не лежат в одной плоскости.  
Решение 

Найдем координаты векторов QL =(9, 2, -4), QP =(-3, -4, 2), 

QN (8, -1, 3). 

Если точки Q, L, P и N лежат в одной плоскости, то векторы 

QL , QP  и QN  должны быть компланарны (рис. 1.43), а значит, их 

смешанное произведение должно быть равно нулю: 

( QL , QP , QN ) = 0. 

 

Рис. 1.43 
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Найдем смешанное произведение векторов QL , QP  и QN : 

  









строке

первой  по

 разложим

QN,QP,QL

318

243

429

 

















01803234

16922129
18

43
4

38

23
2

31

24
9

)(

)()(

Следовательно, векторы  QNQPQN ,, не компланарны, а значит, 

точки Q, L, P и N не лежат в одной плоскости. 

3) Написать общее уравнение плоскости проходящей 

через точки Q(–9, 1, -1); L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1) . 
Решение 

Для любой точки M(x, y, z), лежащей в плоскости (Q, L, P), 

векторы QL , QP  и QM  должны быть компланарны (рис. 1.44), а 

значит, смешанное произведение этих векторов должно быть равно 

нулю, т. е.   0,, QPQLQM . 

 

Рис. 1.44 

Найдем координаты векторов: 

QM  = (x + 9, y –1, z +1); QL  = (9, 2, -4); QP  = (-3, -4, 2).  

Тогда 

  0

243

429

119











zyx

QP,QL,QM . 

Разложим определитель по первой строке: 
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 0
43

29
1

23

49
1

24

42
9 












 )z()y()x( . 

(x + 9)(4-16) – (y-1)(18-12) + (z+ 1)(-36+6) =0  

-12(x + 9) –6 (y-1) -30(z+ 1)=0 разделим на (–6): 

2(x + 9) +y-1+5(z +1) = 0; 

2x +y + 5z +22 = 0; 

2x +y+5z + 22= 0 – получим общее уравнение плоскости 

(QLP). 

4) Написать уравнение плоскости, проходящей через 

точку N(-1, 0, 2) параллельно плоскости (QLP) (рис. 1.45). 
Решение 

 

Рис. 1.45 

Уравнение плоскости (QLP): 2x +y + 5z +22 = 0 (см. п.3), 

Тогда вектор n (2, 1, 5) – вектор нормали плоскости (QLP). 

Искомая плоскость параллельна плоскости (QLP), следова-

тельно, для любой точки М(x, y, z), лежащей в этой плоскости, век-

тор NM  перпендикулярен вектору n (2, 1, 5), а значит их скалярное 

произведение равно нулю; 

( MN ,n ) = 0. 

Найдем координаты вектора MN : 

MN  = (x + 1, y, z – 2).  

Тогда скалярное произведение векторов: 

( MN ,n )=2(x + 1)+ y + 5( z – 2)=0 
2x + 2 + y + 5z – 10 = 0;  
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2x + y + 5z - 8 = 0 – получим уравнение плоскости параллель-

ной плоскости (QLP) и проходящей через точку N. 

5) Написать уравнение плоскости, проходящей через точку L, 

параллельно векторам QP и QN , где Q(–9, 1, -1); P(-12, -3, 1); 

 N(-1, 0, 2);L(0, 3, -5). 

Решение 

Запишем координаты векторов: QP (-3, –4, 2) и QN (8, -1, 3). 

Векторы QP  и QN  параллельны искомой плоскости и для 

любой точки M (x, y, z), лежащей в этой плоскости, вектор LM  ле-

жит в этой плоскости, следовательно, векторы QP , QN , LM  долж-

ны быть компланарными, а значит, их смешанное произведение 

должно быть равно нулю. 

Координаты вектора LM = (x + 12, y +3, z – 1), тогда 

  0

318

243

1312











zyx

QN,QP,LM ; 

Разложим определитель по первой строке: 

0
18

43
1

38

23
3

31

24
12 












 )z()y()x( ; 

(x + 12)(–12 + 2) – (y +3)(–9 - 16) + (z – 1)(3 + 32) = 0; 

-10(x +12) + 25(y + 3) + 35(z – 1) = 0; разделим на -5: 

2x - 5y -7z  +16 = 0; 

2x - 5y - 7z + 16 = 0 – получим уравнение плоскости, прохо-

дящей через точку L параллельно векторам QP  и QN . 

6) Написать уравнение плоскости, проходящей через 

точки Q и N, перпендикулярно плоскости (QLP) (рис. 1.46), где 
Q(–9, 1, -1); N(-1, 0, 2). 
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Решение 

 

Рис. 1.46 

Уравнение плоскости (QLP): 2x +y + 5z +22 = 0 (см. п.3);  

где вектор n (2, 1, 5) - вектор нормали плоскости (QLP).  

Точки Q и N принадлежат искомой плоскости , значит, век-

тор QN (8, -1, 3) лежит в этой плоскости. 

Плоскость  перпендикулярна плоскости (QLP), а значит 

вектор нормали  n (2, 1, 5) плоскости (QLP) параллелен плоскости . 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей в плоскости , вектор QM  

(x + 9, y – 1, z + 1) также лежит в этой плоскости. Тогда векторы 

QMQN, и n  должны быть компланарны, а значит, их смешанное 

произведение должно быть равно нулю. 

  0,, nQNQM , или 

0

318

512

119









zyx

)n,QN,QM( ; 

Разложим определитель по первой строке: 

0
18

12
1

38

52
1

31

51
9 





 )z()y()x( ; 

08214061539  ))(z())(y())(x( ; 

011013498  )z()y()x(  разделим на 2: 

01511794  )z()y()x( ; 

0145174  zyx ; 
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05174  14zyx  – получим уравнение плоскости, 

проходящей через точки Q и N, перпендикулярно плоскости (QLP). 

7) Написать уравнение плоскости, проходящей через точки 

 Q(–9, 1, -1) и L(0, 3, -5) параллельно вектору NP   
где P(-12, -3, 1); N(-1, 0, 2). 

Решение 

 

Рис. 1.47 

Вектор NP  параллелен искомой плоскости  (рис. 1.47). То-

гда для любой точки М(x, y, z), лежащей в плоскости , векторы QL , 

NP , LM  должны быть компланарны, а значит их смешанное произ-

ведение должно быть равно нулю. Найдем координаты векторов: 

QL  = (9, 2, -4); NP  = (-11, –3, –1); LM  = (x , y – 3, z  + 5). 

Тогда смешанное произведение этих векторов: 

  0

1311

429

53











zyx

NP,QL,LM . 

Разложим определитель по первой строке: 

0
311

29
5

111

49
3

13

42













)z()y(x ; 

0222754493122  ))(z())(y()(x ; 

05535314  )z()y(x ; 

018455314  zyx . 

014  1845z53yx  – получили уравнение плоскости, 

проходящей через точки L и Q параллельно вектору NP . 
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8) Написать уравнение плоскости, проходящей через 

точку N (-1, 0, 2), параллельно координатной плоскости XOY. 
Решение 

 

Рис. 1.48 

Уравнение плоскости XOY: z = 0; вектор n (0, 0, 1)- вектор 

нормали плоскости XOY.  

Искомая плоскость  параллельна плоскости XOY, следова-

тельно, плоскость  перпендикулярна вектору n (0, 0, 1).Тогда для 

любой точки М(x, y, z) лежащей в плоскости , вектор NM  перпен-

дикулярен вектору n (0, 0, 1)  (рис. 1.48), а значит, их скалярное про-

изведение должно быть равно нулю: 

0),(  nNMnNM ; 

)z,y,x(NM 21  ; 

021010  )z(y)x( . 

z - 2  = 0 – получим уравнение плоскости, проходящей через 

точку N параллельно плоскости XOY. 

9) Написать общее, каноническое и параметрическое 

уравнения прямой QP, где Q(–9, 1, -1); P(-12, -3, 1). 
Решение 

Найдем координаты векторов: 

)2,4,3();1,1,9(  QPzyxQM . 

Для любой точки М(x, y, z) лежащей на прямой QP вектор 

QM  коллинеарен вектору QP  (рис. 1.49), а значит, координаты этих 

векторов должны быть пропорциональны. Тогда: 
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Рис. 1.49 

 

24-

1

3-

9 1zyx 






 – получили каноническое уравнение 

прямой QP. 

Напишем параметрическое уравнение прямой. Введем пара-

метр t : 

t
zyx














2

1

4

1

3

9
. 

Выразив переменные yx,  и z  через t , получим: 















tz

4t,y

t,x

2-1

1

39

 – параметрическое уравнение прямой QP. 

Напишем общее уравнение прямой QP – как линии пересе-

чения плоскостей (QNP) и (QPL) (рис. 1.50). 

 

Рис. 1.50 

Уравнение плоскости (QLP): 2x +y + 5z +22 = 0 (см. п.3).  

Напишем уравнение плоскости (QNP). Для любой точки 

М(x, y, z), лежащей в плоскости (QNP), векторы QPQM ,  и QN  



87 

должны быть компланарны, а значит их смешанное произведение 

равно нулю, т. е. ( QPQM , , QN ) = 0. Найдем координаты векторов 

QM  = (x + 3, y – 1, z – 4); QP  = (6, 1, –9); QN  = (0, 8, –2).  Тогда  их 

смешанное произведение: 

( QPQM , , QN )= 0

318

243

119







 zyx

; 

0
18

43
1

38

23
1

31

24
9 












 )z()y()x( ; 

(x +9 )(–12 + 2) –(y-1)(- 9 - 16)+(z + 1)(3+32) = 0; 

-10(x + 9) + 25(y – 1) + 35(z + 1) = 0 – разделим на -5; 

2(x + 9) - 5(y – 1) - 7(z  +1) = 0; 

2x + 18 - 5y + 5  - 7z - 7 = 0. 

2x - 5y - 7z + 16 = 0 – уравнение плоскости (QNP); 









02252

0167-5-2

zyx

zyx
 – общее уравнение прямой QP. 

10) Написать уравнение прямой, проходящей через точ-

ку Q(–9, 1, -1) параллельно оси OZ  
Решение 

 

Рис. 1.51 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей на искомой прямой, 

вектор QM  коллинеарен вектору )1,0,0(q (рис. 1.51)., а значит, ко-
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ординаты векторов q  и QM  должны быть пропорциональны. 

Найдем координаты вектора )1,1,9(  zyxQM . 

Тогда  

1

1

0

1

0

9 





 zyx
 – каноническое уравнение прямой, 

проходящей через точку Q параллельно оси OZ. 

11) Написать уравнение медианы QM0  в треугольнике QPL, 
где Q(–9, 1, -1); L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1). 

Решение 

 

Рис. 1.52 

Найдем координаты точки ),,( 0000 zyxM . Точка � - середина 

отрезка PL, следовательно, ее координаты можно найти как среднее 

арифметическое соответствующих координат точек  P и L.  

Тогда  206
2

51

2

33

2

012
00 







 
 ,,M,,М . 

Напишем уравнение медианы. Найдем координаты векторовQM  и 

0QM : 

)1,1,9(  zyxQM ; 

 1,1,312,10,96(
0

QM .  

Для любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой QM0, вектор 

QM  коллинеарен вектору 0QM (рис. 1.52), а значит, координаты 

векторов QM  и 0
QM  должны быть пропорциональны, т. е. 

1

1

1-

1

3

9









 zyx
 – уравнение медианы QM0 в QPL. 
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12) Написать уравнение высоты 1QH в треугольнике QPL где 

 Q(–9, 1, -1); L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1) (рис. 1.53). 
Решение 

 

Рис. 1.53 

Уравнение плоскости (QPL): 2x +y + 5z +22 = 0 (см. п.3).  

Через точку Q проведем плоскость , перпендикулярную 

прямой PL. 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей в плоскости , вектор 

QM  будет перпендикулярен вектору PL , а значит, их скалярное 

произведение должно быть равно нулю, т.е. 0)PL,QM( . 

Найдем координаты векторовQM  и PL : 

)1,1,9(  zyxQM  )6,6,12( PL . 

Тогда 

01616912  )z()y()x()PL,QM( ;  

разделим на 6: 

01192  )z(y)x( ; 

011182  zyx   

0162  zyx  – уравнение плоскости . 

Тогда прямая 1QH  – это линия пресечения плоскостей (QPL) 

и . Получили общее уравнение прямой 1QH : 









.zyx

,zyx
:QH

0162

02252
1  

Напишем каноническое уравнение этой прямой. 

),,(n 5121  – нормальный вектор плоскости (QPL); 
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),,(n 1122   – нормальный вектор плоскости . 

Прямая 1QH  перпендикулярна векторам 1n  и 2n , а значит, 

направляющий вектор прямой 1QH  коллинеарен вектору векторного 

произведения векторов 1n  и 2n . Найдем векторное произведение 

векторов 1n  и 2n : 












12

12

12

52

11

51

112

51211 kji

kji

]n,n[  

ji)(k)(j5)-(-1i 12622102  . 

Вектор q  коллинеарен вектору векторного произведения 

векторов 1n  и 2n , следовательно, вектор ),,(q 021  – направляю-

щий вектор прямой 1QH . 

Прямая 1QH  параллельна вектору q , а значит, для любой 

точки М(x, y, z), лежащей на прямой 1QH , вектор QM  коллинеарен 

вектору q , следовательно, их координаты должны быть пропорцио-

нальны. Координаты векторов )1,1,9(  zyxQM , 

),,(q 021 . 

Тогда: 

0

1

2

1

1-

9 





 zyx
 – каноническое уравнение прямой 

1QH . 

13) Написать уравнение прямой, проходящей через точку  

N(-1, 0,2) параллельно прямой QP , где Q(–9, 1, -1); 

P(-12, -3, 1). 
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Решение 

 

Рис. 1.54 

Уравнение прямой QP :
2

1

4

1

3

9 









 zyx
 (см. п. 9). 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой L, вектор 

NM (x + 1, y, z – 2) коллинеарен вектору QP (-3, -4, 2) (рис. 1.54), а 

значит, их координаты должны быть пропорциональны. 

Тогда 

2

2

43

1 







 zyx
 – каноническое уравнение прямой, про-

ходящей через точку N параллельно прямой QP. 

14) Написать уравнение высоты NH тетраэдра QLPN,  

где Q(–9, 1, -1); L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1); N(-1, 0, 2). 
Решение 

 

Рис. 1.55 

Уравнение плоскости (QPL): 2x +y + 5z +22 = 0  (см. п.3), век-

тор n (2, 1, 5) – нормальный вектор плоскости QLP. 
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Прямая NH перпендикулярна плоскости (QPL) (рис. 1.55), а 

значит, она параллельна вектору нормальному вектору n  плоскости 

QLP. 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой NH, вектор 

NM  = (x + 1, y, z – 2) должен быть коллинеарен вектору n (2, 1, 5), а 

значит, координаты этих векторов должны быть пропорциональны. 

Тогда 

5

2

12

1 


 zyx
 – каноническое уравнение высоты NH. 

15) Написать уравнение прямой  , перпендикулярной прямым  

QP и QN и проходящей через точку L, где Q(–9, 1, -1);  

L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1); N(-1, 0, 2). 

. Решение 

 

Рис. 1.56 

Прямая   перпендикулярна прямым QP и QN(рис. 1.56), а 

значит, она  параллельна вектору векторного произведения векторов 

QP  и QN . 

Найдем координаты векторов QP  = (-3, -4, 2) и QN  = (8, -1, 3). 

Тогда их векторное произведение: 


















18

43

38

23

31

24

318

243 kji

kji

]QN,QP[
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kji)(k)(j)(i 352510323169212  . 

),,(]QN,QP[ 352510 .  

Направляющий вектор q  прямой   коллинеарен вектору 

векторного произведения векторов 1n  и 2n , следовательно, вектор 

),,(q 752   – направляющий вектор прямой  1QH . 

Тогда для любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой  , вектор LM  

должен быть коллинеарен вектору q , а значит, их координаты 

должны быть пропорциональны. 

Координаты векторов: )5,3,(  zyxLM , ),,(q 752  . 

Тогда 

7-

5

5-

3

2







zyx
 – каноническое уравнение прямой, про-

ходящей через точку L перпендикулярно прямым QP и QN. 

16) Найти угол между прямой QP и прямой LN, где 

 Q(–9, 1, -1); L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1); N(-1, 0, 2). 

. Решение 

Уравнение прямой QP: 
2

1

4

1

3

9 









 zyx
 (см. п. 9). 

Напишем уравнение прямой LN. 

Для любой точки М(x, y, z) вектор LM  должен быть колли-

неарен вектору LN  (рис. 1.57), а значит, их координаты должны 

быть пропорциональны. 

 

Рис. 1.57 

Найдем координаты векторов )5,3,(  zyxLM , 

)7,3,1( LN . 

Тогда 
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7

5

3

3

1











zyx
 – уравнение прямой LN. 

Косинус угла между прямыми в пространстве равен модулю 

косинуса угла между направляющими векторами этих прямых. 

Так как 

),,(q 2431   – направляющий вектор прямой QP. 

),,(q 7312   – направляющий вектор прямой LN, то 

 







21

21

2

^

1

,
),cos(),cos(

qq

qq
qqNLPQ  







222222 731243

723413

)()()()(

)()(
 

59

29

5929

29

49914169

14123





 . 

Следовательно, 

59

29
arccos  – угол между прямыми QP и LN. 

17) Найти угол между прямой PN и плоскостью (QPL), 

где Q(–9, 1, -1); L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1); N(-1, 0, 2). 

. Решение 

Уравнение плоскости (QPL): 2x +y + 5z +22 = 0  (см. п.3), век-

тор n (2, 1, 5) – нормальный вектор плоскости (QLP). 

Напишем уравнение прямой PN. Найдем координаты векто-

ров PN  = (11, 3, 1), PM  = (x +12, y +3, z -1). 

Для любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой PN, вектор 

PM  коллинеарен вектору PN , а значит, их координаты должны 

быть пропорциональны. 

Тогда 

1

1

3

3

11

12 





 zyx
 – уравнение прямой PN. 

Вектор q (11, 3, 1) – направляющий вектор прямой PN. 
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Рис. 1.58 

Пусть   – угол между прямой PN и плоскостью (QPL), 

(рис. 1.58). Тогда синус угла между прямой и плоскостью равен мо-

дулю косинуса угла между направляющим вектором прямой и нор-

мальным вектором плоскости: 







nq

)n,q(
)n,qcos()PN),QPLsin((sin  












191212514

5322

1311512

1531112

2222
 

131

30

13130

30



 . 

Следовательно,  

131

30
arcsin  – угол между плоскостью (QPL) и прямой 

PN. 

18) Найти величину двугранного угла между плоско-

стями (QPL) и (NPQ), где Q(–9, 1, -1); L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1);  

N(-1, 0, 2). 

. Решение 

Уравнение плоскости (QPL): 2x +y + 5z +22 = 0 (см. п.3), век-

тор 1n (2, 1, 5) – нормальный вектор плоскости (QLP). 

Уравнение плоскости (QPN): 2x - 5y - 7z + 16 = 0 (см. п. 9), 

вектор 2n (2, -5, -7)– нормальный вектор плоскости (QPN). 
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Косинус угла между плоскостями равен модулю косинуса 

угла между нормальными векторами этих плоскостей. 




),cos())(),(cos(cos 21 nnQPNQPL  










22222
21

21

752512

755122

)()(

)()(

nn

)n,n(
 

585

18

39152

36

7830

36

492542514

3554







. 

Тогда 

585

18
arccos  – величина двугранного угла между плос-

костями (QPL) и (NPQ). 

19) Найти площадь треугольника QLP, где Q(–9, 1, -1); 

L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1). 

. Решение 

SS QLP
2

1
 , где S – площадь параллелограмма, постро-

енного на векторах QP и QL  (рис. 1.59)., а площадь паралле-

лограмма равна длине вектора векторного произведения векто-

ров QP и QL , тогда  

][
2

1
QPQLS QLP  ; 

 

 

Рис. 1.59 
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Найдем координаты векторов )4,2,9( QL и  

QP  = (-3, -4,2). Тогда их векторное произведение: 

 

.30612

43

29

23

49

24

42

243

429,

kji

kji

kji

QPQL




















; 

Найдем длину вектора векторного произведения векторовQP и 

QL : 

306108030612 222  )()()(]QP,QL[ . 

Следовательно, 

2

306
QLPS . 

Итак, 303QLPS  - площадь  треугольника QLP 

20) Найти объем тетраэдра QLNP, где Q(–9, 1, -1);  

L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1); N(-1, 0, 2). 

. Решение 

VVQLNP
6

1
 , где V  -– объем параллелепипеда, построенного 

на векторах QNQL,  и QP . Объем параллелепипеда, построенного 

на векторах QNQL,  и QP  равен модулю смешанного произведения 

этих векторов. 

),,( QPQNQLV   =180 (см. п.2)  

Тогда 

30180
6

1
180  QLNPVV . 
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21) Найти расстояние от точки N до прямой QP 

(рис. 1.60), где  Q(–9, 1, -1);  P(-12, -3, 1); N(-1, 0, 2). 

. Решение 
 

 

Рис. 1.60 

1 способ 

Уравнение прямой QP: 
2

1

4

1

3

9 









 zyx
 (см. п. 9). 

),,(QPq 243   – направляющий вектор прямой QP. 

q

]q,QN[
h]q,QN[hqS

NQM


2

1

2

1
 . 

Найдем координаты вектора ),,(QN 318  . 

Найдем координаты вектора векторного произведения 

векторов QN  и q : 


















43

18

23

38

24

31

243

318 kji

kji

]q,QN[

= kji)(k)(ji)( 352510332916122  . 

Найдем длину получившегося вектора: 

 222 352510 )()()(]q,QN[  

19501225625100  . 

294169243 222  )()(q . 

Тогда 
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29

1950
h . 

2 способ 

Напишем уравнение плоскости , проходящей через точку N 

перпендикулярно прямой QP (рис. 1.61). 

 

Рис. 1.61 

Уравнение прямой QP: 
2

1

4

1

3

9 









 zyx
. (см. п. 9), век-

тор ),,(q 243   – направляющий вектор прямой QP. 

Плоскость  перпендикулярна прямой QP, а значит, направ-

ляющий вектор q  прямой QP перпендикулярен плоскости . Тогда, 

для любой точки М(x, y, z), лежащей в плоскости , вектор NM  пер-

пендикулярен вектору q , а значит их скалярное произведение равно 

нулю, т. е.   0q,NM . 

Найдем координаты вектора )z,y,x(NM 21  . Вычислим 

скалярное произведение векторов NM  и q : 

022413  )z(y)x( ; 

042433  zyx . 

Тогда 

07243  zyx - уравнение плоскости , проходящей 

через точку N перпендикулярно прямой QP. 
Найдем координаты точки F – точки пересечения прямой QP 

и плоскости . 

Для этого запишем параметрическое уравнение прямой QP: 
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t
zyx














2

1

4

1

3

9
; 















.tz

,ty

,tx

21

41

39

 

Точка ),,( 000 zyxF  лежит на прямой QP , значит, ее коорди-

наты удовлетворяют уравнению этой прямой: 

 000000 214139 tz;ty;tx  . 

 Точка F также лежит в плоскости , значит, ее координаты 

удовлетворяют уравнению этой плоскости: 

 07243 000  zyx . 

Тогда имеем: 

07122414393 000  )t()t()t( ; 

0724164927 000  ttt ; 

29

14
01429 00  tt . 

Найдем координаты точки F: 





















29

57

29

28
1

29

85

29

56
1

29

219

29

14
39

0

0

0

z

y

x

 

,,,F 









29

57

29

85

29

219
 

Координаты точки N(-1, 0, 2). 

Найдем координаты вектора NF : 




















29

115

29

85

29

190
2

29

57

29

85
1

29

219
,,,,NF ; 

Найдем длину вектора NF : 



101 





























222

29

115

29

85

29

190
NF))QP(,N(  

29

1950


29

56550
. 

22) Найти расстояние от точки N до плоскости (QLP) 

(рис. 1.62), где  Q(–9, 1, -1); L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1); N(-1, 0, 2). 

. Решение 

 

 

Рис. 1.62 

1 способ 

В п. 19 и 20 были  найдены объем тетраэдра QLNP и пло-

щадь треугольника QLP: 

30QLNPV ; 

2

306
QLPS  

30
306

23033

3

1





осн

QLNP

оснQLNP
S

V
HHSV . 

Следовательно, 

30NM  – расстояние от точки N до плоскости 

(QLP) 
2 способ 
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Расстояние от точки М(x0, y0, z0) до плоскости , заданной 

уравнением: Ax + By + Cz + D = 0 можно вычислить по формуле 

 
222

000
),(

CBA

DCzByAx
M




 . 

Координаты точки ),,(N 201 , уравнение плоскости 

(QPL):2x +y + 5z +22 = 0 .Следовательно,  

30
30

22102

2514

2225012










)(
),ρ( QLPN . 

3 способ 

Треугольник QMN – прямоугольный (рис. 1.63), следова-

тельно, )€cos( MNQQNNM  . Так как координаты вектора 

)3,1,8( ON , то его длина:  

749164 QN . 

 

Рис. 1.63 

),cos(cos



 nQNQNM , где ),,(n 512  – нормальный 

вектор плоскости (QLP).  

Тогда  

3074

30

25149164

531128







nQN

)n,QN(
QNMcos ; 

Следовательно, 

30
3074

30
74 NM . 
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23) Найти расстояние между прямыми QP и LN, где Q(–

9, 1, -1); L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1); N(-1, 0, 2). 

. Решение 

Уравнение прямой QP: 
2

1

4

1

3

9 









 zyx
 (см. п. 9); 

Вектор ),,(q 2431   – направляющий вектор прямой QP. 

Напишем уравнение прямой LN.Найдем координаты вектора 

),,(LN 731  .Тогда для любой точки М(x, y, z), лежащей на пря-

мой LM, вектор LM  коллинеарен вектору LN , а значит, их коорди-

наты должны быть пропорциональны. Следовательно, 

7

5

3

3

1











zyx
 – каноническое уравнение прямой LN. 

Вектор ),,(q 7312   – направляющий вектор прямой LN. 

Выясним взаимное расположение прямых QP и LN. 

Прямые QP и LN лежат в одной плоскости, тогда и только 

тогда, когда векторы QLQPLN ,,  – компланарны (рис. 1.64), а зна-

чит, их смешанное произведение равно нулю, т. е. ( QLQPLN ,, ) = 0. 

 

Рис. 1.64 

Найдем смешанное произведение векторов QLQPLN ,, : 

  









731

243

429

21 QL,q,q  

Разложим определитель элементам первой строки: 
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01802038198494

22126289
31

43
4

71

23
2

73

24
9



















)(

)()(

Следовательно, прямые не лежат в одной плоскости, т. е. скрещива-

ются. 

Тогда, расстояние между ними можно найти по формуле: 

][

),,(
),(

21

21

qq

QLqq
LNQP  ;  

где |( QLQPLN ,, )|- модуль смешанного произведения векто-

ров QLQPLN ,, ; а ]qq[ 21 - длина вектора векторного произведе-

ния направляющих векторов прямых  

18021 )QL,q,q( ; 

;kjik)(j)(i)(

kji

kji

]q,q[

5192249221628

31

43

71

23

73

24

731

24321






















 

8702536148451922 222
21  )()(]qq[ ; 

870

180
),( LNQP . 

24) Найти координаты точки N1, симметричной точке N 

относительно прямой LP, где  L(0, 3, -5); P(-12, -3, 1); N(-1, 0, 2). 

. Решение 

Напишем уравнение прямой LP. Для любой точки М(x, y, z), лежа-

щей на прямой LP, вектор LM  коллинеарен вектору LP , а значит, 

их координаты должны быть пропорциональны. Найдем координаты 

векторов LP  = (-12, -6, 6), LM  = (x , y - 3, z +5). Тогда уравнение 

прямой LP: 
1

5

1

3

2 







zyx
, а вектор ),,(q 112   – направляю-

щий вектор прямой LP . 
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Напишем уравнение плоскости , проходящей через точку N 

перпендикулярно прямой LP. Так как плоскость  перпендикулярна 

прямой LP , то вектор q (2, 1, -1) перпендикулярен плоскости . 

Следовательно, для любой точки М(x, y, z), лежащей в плоскости , 

вектор NM  перпендикулярен вектору q , а значит, их скалярное 

произведение равно нулю, т. е.   0q,NM . 

Найдем координаты вектора )z,y,x(NM 21  . Вычислим 

скалярное произведение векторов NM  и q : 

0212  )z(y)x( . 

Тогда  

042  zyx  - уравнение плоскости , проходящей че-

рез точку N перпендикулярно прямой LP. 
Найдем координаты точки F – точки пересечения прямой LP 

и плоскости . 

Для этого запишем параметрическое уравнение прямой LP:  

t
zyx










1

5

1

3

2
; 















.tz

,ty

,tx

5

3

2

 

Точка ),,( 000 zyxF  лежит на прямой LP , значит, ее коорди-

наты удовлетворяют уравнению этой прямой:  

000000 532 tz;ty;tx  .  

Точка F также лежит в плоскости , значит, ее координаты 

удовлетворяют уравнению этой плоскости: 

042 000  zyx . 

Тогда имеем: 

045322 000  )t(tt ; 

04534 000  ttt ; 

20126 00  tt . 

Найдем координаты точки F: 
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













325

123

422

0

0

0

z

y

)(x

  314  ,,F . 

Найдем координаты точки N1- симметричной точке N отно-

сительно прямой LP. Точка F- середина отрезка NN1, следовательно, 

координаты точки F являются средним арифметическим координат 

точек N1 и N.Пусть координаты точки N1 (x, y, z). Тогда;  























3
2

2

1
2

4
2

1

z

y

x

  















8

2

7

z

y

x

  

 точка  8271  ,,N  – точка, симметричная точке N отно-

сительно прямой LP. 

25) Найти координаты точки N2, симметричной точке N 

относительно плоскости (QLP), где  Q(–9, 1, -1); L(0, 3, -5); 

P(-12, -3, 1); N(-1, 0, 2). 

. Решение 

Уравнение плоскости (QLP): 2x + y + 5z + 22 = 0 (см. п. 3). 

Через точку N проведем прямую NN3 перпендикулярно плос-

кости (QLP). Так как вектор ),,(n 512  перпендикулярен плоскости 

(QLP) , то прямая (NN3) параллельна вектору n , следовательно, для 

любой точки М(x, y, z), лежащей на прямой NN3, вектор 

)2,9,3(  zyxNM  коллинеарен вектору n , а значит, координаты 

векторов NM  и n  должны быть пропорциональны (рис. 1.65).  

Тогда: 

5

2

12

1 


 zyx
 – уравнение прямой NN3. 
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Рис. 1.65 

Напишем параметрическое уравнение этой прямой: 





















.tz

,ty

,tx

t
zyx

52

21

5

2

12

1
 

Найдем проекцию точки N на плоскость (QLP). Точка 3N  

лежит на прямой NN3, значит, ее координаты удовлетворяют уравне-

нию этой прямой: 

000000 5221 tz;ty;tx  . 

Точка 3N  также лежит в плоскости (QLP), значит, ее коор-

динаты удовлетворяют уравнению этой плоскости: 

02252 00  zyx . 

Тогда имеем: 

022525212 000  )t(t)t( ; 

022251042 000  ttt ; 

103030 00  tt . 

Найдем координаты точки 3N : 















352

1

321

0

0

0

z

y

x

  3133  ,,N . 

Найдем координаты точки N2- симметричной точке N отно-

сительно плоскости (QLP). Точка N2- середина отрезка NN3, следова-
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тельно, координаты точки  N2 являются средним арифметическим 

координат точек N3 и  N.Пусть координаты точки N2  (x, y, z). Тогда;  























3
2

2

1
2

3
2

1

z

y

x

  















8

2

5

z

y

x

   

Следовательно, точка  8252  ,,N  – точка, симметрич-

ная точке N относительно плоскости QLP. 

1.5. Кривые 2-го порядка 

Алгебраической кривой 2-го порядка называется линия, ко-

торая в некоторой декартовой прямоугольной системе координат 

задается уравнением вида: 

 022  FEyDxCxyByAx , где 0222  CBA  (1)  

Классификация кривых 2-го порядка 

Для любой кривой 2-го порядка всегда можно подобрать та-

кую новую декартову прямоугольную систему координат, в которой 

уравнение (1) примет вид канонического уравнения кривой. Ниже 

приведены канонические уравнения основных кривых 2-го порядка. 

1. Эллипс 

Эллипсом называется кривая, уравнение которой в некоторой 

прямоугольной декартовой системе координат имеет вид: 

 1
2

2

2

2


b

y

a

x
, 0 ba , 

где а – большая полуось; b – малая полуось (рис. 1.66). 

Запишем основные параметры эллипса. 

Точки А1(–а, 0), А2(а, 0), В1(0, b), B2(0, –b) – вершины эллипса; 

точка О(0, 0) – центр эллипса; 

оси OX, OY – оси симметрии; 
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Рис. 1.66 

число 22 bac   – расстояние от центра до фокуса; 

Точки F1(–c, 0) и F2(c, 0) – фокусы. 

Пусть М – произвольная точка, лежащая на эллипсе, тогда 

MF1 , MF2  – фокальные радиус-векторы точки М. 

MFrMFr 2211  ,   – фокальные радиусы точки М; 

Число 
a

c
E   – эксцентриситет (0   E < 1). 

При a = b получим уравнение окружности x
2
 + y

2
 = a

2
 радиуса 

а (фокус окружности совпадает с центром; а эксцентриситет равен 

нулю). 

Прямые 
E

a
xD

E

a
xD  :,: 21  – директрисы эллипса. 

Фокальное свойство эллипса 

MF1 + MF2  = 2а – 

сумма расстояний от любой точки М, лежащей на эллипсе, до фоку-

сов есть величина постоянная и равная 2а. 



110 

Директориальное свойство эллипса 

 E
DM

MF

DM

MF





 ),(),( 2

2

1

1
, 

где ),( 1DM  – расстояние от произвольной точки М, лежащей на 

эллипсе, до директрисы D1:
E

a
x  ; 

),( 2DM  – расстояние от произвольной точки М, лежащей на 

эллипсе, до директрисы D2:
E

a
x  . 

Для любой точки М, лежащей на эллипсе, отношение рассто-

яния от этой точки  до фокуса  к расстоянию до соответствующей 

директрисы есть величина постоянная и равная Е. 

2. Гипербола  

Гиперболой называется кривая, уравнение которой в некото-

рой прямоугольной декартовой системе координат имеет вид: 

 1
2

2

2

2


b

y

a

x
,  a, b > 0, 

где a – действительная полуось, b – мнимая полуось (рис. 1.67). 

 

Рис. 1.67 

Запишем основные параметры гиперболы. 
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Точки А1(–а, 0), А2(а, 0) – вершины гиперболы; 

точка О (0, 0) – центр гиперболы; 

оси OX, OY – оси симметрии; 

прямые x
a

b
y   – асимптоты; 

Число 22 bac   – расстояние от центра до фокуса; 

Точки F1(–c, 0), F2(c, 0) – фокусы гиперболы. 

Пусть М(x, y) – точка, лежащая на гиперболе, тогда 

MF1 , MF2  – фокальные радиус-векторы точки М; 

MFrMFr 2211 ,   – фокальные радиусы точки М. 

Число 
a

c
E   – эксцентриситет, E > 1. 

Если a = b, то гипербола является равносторонней. 

Прямые 
E

a
xD

E

a
xD  :,: 21  – директрисы гиперболы. 

Фокальное свойство гиперболы 

aMFMF 221   -  

модуль разности расстояний от любой точки М, лежащей на гипер-

боле, до фокусов есть величина постоянная и равна 2а. 

Директориальное свойство гиперболы 

 E
DM

MF

DM

MF





 ),(),( 2

2

1

1
, 

где ),( 1DM  ),( 2DM  – расстояние от произвольной точки 

М, лежащей на гиперболе, до соответствующей директрисы.  

Для любой точки М, лежащей на гиперболе, отношение рас-

стояния от этой точки  до фокуса  к расстоянию до соответствующей 

директрисы есть величина постоянная и равная Е. 

Уравнение гиперболы, сопряженной гиперболе 1
2

2

2

2


b

y

a

x
, 

имеет вид (рис. 1.68): 
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 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

 

Рис. 1.68 

3. Парабола (рис. 1.69)  

Параболой называется кривая, уравнение которой в некото-

рой прямоугольной декартовой системе координат имеет вид: 

 y
2
 = 2px (p > 0). 

 

Рис. 1.69 

Запишем основные параметры параболы: 

Число р – параметр; 

точка О(0, 0) – вершина параболы; 

ось OX – ось симметрии; 
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точка 







0,

2

p
F  – фокус. 

Пусть М(x, y) – произвольная точка, лежащая на параболе, тогда 

FM  – фокальный радиус-вектор точки М; 

Прямая 
2

:
p

xD   – директриса параболы. 

Директориальное свойство параболы 

 1
),(


 DM

FM
, 

где ),( DM  – расстояние от точки М(x, y), лежащей на параболе, до 

директрисы. 

 Для любой точки М, лежащей на параболе, отношение рас-

стояния от этой точки  до фокуса к расстоянию до директрисы есть 

величина постоянная и равная 1. 

4. 1
2

2

2

2


b

y

a

x
 – мнимый эллипс (не определяет никакого 

действительного образа). 

5. 0
2

2

2

2


b

y

a

x
 – точка с координатами (0, 0) (рис. 1.70). 

 

Рис. 1.70 

6. 0
2

2

2

2


b

y

a

x
 – пара пересекающихся прямых (рис. 1.71), 
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где x
a

b
y   – уравнения прямых. 

 

Рис. 1.71 

7. y
2
 = b

2
 – пара параллельных прямых (рис. 1.72). 

 

Рис. 1.72 

8. y
2
 = –b

2
 – пара мнимых, параллельных прямых (не опреде-

ляет никакого действительного образа). 

9. y
2
 = 0 – пара совпадающих прямых (ось OX). 

Пример 1.34. 
 Написать каноническое уравнение эллипса, найти недостающие па-

раметры, сделать чертеж. 

а) a = 5, b = 4; 

б) с = 2, Е = 2/3; 

в) b = 3, E = 
10

1
; 

г) ),( 21 DD  = 8 – расстояние между директрисами, 
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Е = 3/4; 

д) с = 0; а = 2. 

Решение 

Каноническое уравнение эллипса: 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

а) a = 5, b = 4 – полуоси эллипса.  

Тогда: 

1
1625

22


yx

 – каноническое уравнение искомого эллипса. 

Найдем основные параметры эллипса. 

Точка О (0, 0) – центр эллипса; 

а = 5 – большая полуось;b = 4 – малая полуось; 

3162522  bac  – расстояние от центра до фокуса; 

Точки F1(–c, 0), F2(c, 0) – фокусы эллипса; тогда 

 F1(–3, 0), F2(3, 0). 

Точки А1(–5, 0), А2(5, 0), В1(0, 4), В2(0, 4) – вершины эллипса; 

5

3


a

c
E  – эксцентриситет эллипса. 

Прямые 
E

a
xD :  – директрисы эллипса, тогда 

3

25
:1 xD ; 

3

25
:2 xD . 

Изобразим эллипс на координатной плоскости (рис. 1.73). 

 

Рис. 1.73 
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б) с = 2, Е = 2/3. 

Найдем полуоси эллипса. Из формулы для нахождения эксцентриси-

тета выразим a : 

3
2

32





E

c
a

a

c
E  – большая полуось. 

с
2
 = a

2
 – b

2
  b

2
 = a

2
 – с

2
; 

b
2
 = 9 – 4 = 5  b = 5  – малая полуось. 

Тогда 

1
59

22


yx

– каноническое уравнение искомого эллипса. 

Найдем основные параметры эллипса. 

Точка О(0, 0) – центр; точки А1(–3, 0), А2(3, 0), В1(0, 5 ), В2(0, 5 ) 

– вершины. 

Точки F1(–c, 0), F2(c, 0) – фокусы эллипса, тогда 

F1(–2, 0), F2(2, 0); 

3

2
E  – эксцентриситет. 

Прямые 
E

a
xD :  – директрисы, тогда 

2

9

2

33
:1 


xD ; 

2

9
:2 xD . 

Изобразим эллипс на координатной плоскости (рис. 1.74). 

 

Рис. 1.74 
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в) b = 3, E = 
10

1
. 

Найдем большую полуось эллипса. В формулу для нахождения экс-

центриситета подставим 
22 bac  : 

Е = 
а

с
, тогда  

a

ba
E

22 
 . 

Возведем  уравнение в квадрат: 

a
2
E

2
 = a

2
 – b

2
.  

Подставим значения из условия задачи: E = 
10

1
и  b = 3, тогда: 

9
10

1 22  aa ; 

9010 22  aa ; 

102 a ; 

10a  

Так как  a > 0 , то a = 10  – большая полуось. 

Тогда 

1
910

22


yx

 – каноническое уравнение искомого эллипса. 

Найдем основные параметры эллипса. 

Точка О(0, 0) – центр; точки А1( 10 , 0), А2( 10 , 0),  

В1(0, –3), В2(0, 3) – вершины эллипса. 

22 bac    1910 c  – расстояние от центра до фо-

куса. 

Точки F1(–c, 0), F2(c, 0) – фокусы эллипса, тогда 

F1(–1, 0), F2(1, 0). 

10

1
E  – эксцентриситет. 

Прямые 
E

a
xD :  – директрисы, тогда 

10
1

1010
:1 


xD ; 10:2 xD . 
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Изобразим эллипс на координатной плоскости (рис. 1.75). 

 

Рис. 1.75 

г) 8),( 21  DD , 
4

3
E . 

Найдем полуоси эллипса. 

Так как уравнения директрис; 
E

a
xD : , то расстояние между ни-

ми: 

8
2

),( 21 
E

a

E

a

E

a
DD . 

По условию задачи 
4

3
E , следовательно,  

38
3

42



a

a
 – большая полуось. 

По формуле для нахождения эксцентриситета: 

4

9

4

3
3  Eac

a

c
E . 

Так как  
222 bac  , то  

16

63

16

81
9222  cab    

4

63
b  – малая полуось. 

Следовательно,  

1

16
639

22


yx

 – каноническое уравнение искомого эллипса. 

Найдем основные параметры. 
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Точка О(0, 0) – центр; точки А1(–3, 0), А2(3, 0), В1(0, –
4

63
), 

В2(0, 
4

63
) – вершины эллипса. 

Точки F1(–c, 0), F2(c, 0) – фокусы, тогда 

F1(–
4

9
, 0), F2(

4

9
, 0). 

4

3
E  – эксцентриситет. 

Прямые 
E

a
xD :  – директрисы, тогда 

4
3

12

3

43
:1 


xD ; 4

3

12
:2 xD . 

Изобразим эллипс на координатной плоскости (рис. 1.76). 

 

Рис. 1.76 

д) с = 0; а = 2. 

с = 0  a = b. 

1
44

22


yx

 – окружность радиуса 2. 

F(0, 0) – фокус; Е = 0. 

Изобразим окружность на координатной плоскости 

(рис. 1.77). 
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Рис. 1.77 

Пример 1.35. 
 Написать каноническое уравнение гиперболы, найти недостающие 

параметры, сделать чертеж. 

а) а = 3; b = 4; 

б) b = 3; c = 4; 

в) 
4

3
E ; с = 2; 

г) 4),( 21  DD , Е = 3, ),( 21 DD  – расстояние меж-

ду директрисами; 

д) xy
2

3
  – уравнения асимптот, с = 2. 

Решение 

1
2

2

2

2


b

y

a

x
 – каноническое уравнение гиперболы. 

а) а = 3, b = 4. 

Тогда 

1
169

22


yx

 – каноническое уравнение искомой гиперболы. 

Найдем основные параметры гиперболы. 

а = 3 – действительная полуось; 

b = 4 – мнимая полуось. 

Точка О(0, 0) – центр;точки А1(–3, 0), А2(3, 0) – вершины. 
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591622  bac  – расстояние от центра до фокуса. 

Точки F1(–c, 0), F2(c, 0) – фокусы гиперболы, тогда 

F1(–5, 0), F2(5, 0). 

3

5


a

c
E  – эксцентриситет. 

Прямые x
a

b
y   – асимптоты, тогда xy

3

4
 . 

Прямые 
E

a
xD :  – директрисы гиперболы, тогда 

5

9

5

33
:1 


xD ; 

5

9
:2 xD . 

Изобразим гиперболу на координатной плоскости (рис. 1.78). 

 

Рис. 1.78 

б) b = 3, c = 4. 

Найдем действительную полуось: 

.77916

;

2

22222222





aa

bcabacbac
 

Тогда 

1
97

22


yx

 – каноническое уравнение искомой гиперболы. 

Найдем основные параметры гиперболы. 

Точка О(0, 0) – центр; 

7a  – действительная полуось; 
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b = 3 – мнимая полуось; 

точки А1(– 7 , 0), А2( 7 , 0) – вершины; 

точки F1(–4, 0), F2(4, 0) – фокусы. 

7

4


a

c
E  – эксцентриситет. 

Прямые x
a

b
y    xy

7

3
  – асимптоты. 

Прямые 
E

a
xD :  – директрисы гиперболы, тогда в нашем 

случае 

4

7

4

77
:1 


xD ; 

4

7
:2 xD . 

Изобразим гиперболу на координатной плоскости (рис. 1.79). 

 

Рис. 1.79 

в) Е = 4/3; с = 2. 

Найдем действительную и мнимую полуоси. Из формулы для 

нахождения эксцентриситета выразим a  

2

3

4

32
; 


 a

E

c
a

a

c
E  – действительная полуось. 

Значение мнимой полуоси найдем по формуле 

22 bac  . Тогда  

4

7

4

9
4222222  acbbac ; 
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2

7
b  – мнимая полуось. 

1

4
7

4
9

22


yx

 – каноническое уравнение искомой  гиперболы. 

Найдем основные параметры гиперболы. 

Точка О(0,0) – центр; точки А1 







 0,

2

3
, А2 








 0,

2

3
 – верши-

ны гиперболы; точки F1(–2, 0), F2(2, 0) – фокусы. 

Уравнение асимптот: 

x
a

b
y    xy

32

27




 ; 

прямые xy
3

7
  – асимптоты гиперболы. 

Прямые 
E

a
xD :  – директрисы гиперболы, в нашем слу-

чае 

8

9

42

33
:1 




xD ; 

8

9
:2 xD . 

Изобразим гиперболу на координатной плоскости (рис. 1.80). 

 

Рис. 1.80 

г) Е = 3. 
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4),( 21  DD  – расстояние между директрисами. 

Найдем действительную и мнимую полуоси. 

E

a
xD : - уравнения директрис, тогда расстояние между 

директрисами: 4
2

),( 21 
E

a

E

a

E

a
DD . 

Так как  Е = 3  

6
2

34
4

3

2



 a

a
 – действительная полуось; 

1863  Eac
a

c
E ; 

28836182222222  acbbac ; 

212288 b  – мнимая полуось. 

1
28836

22


yx

 – каноническое уравнение искомой гиперболы. 

Найдем основные параметры гиперболы. 

Точка О(0, 0) – центр; точки А1(–6, 0), А2(6, 0) – вершины ги-

перболы. 

с = 18   точки F1(–18, 0), F2(18, 0) – фокусы; 

3E  – эксцентриситет. 

Уравнение асимптот: x
a

b
y  . 

xy
6

212
 ; тогда прямые xy 22  – асимптоты гипер-

болы. 

Прямые 
E

a
xD :  – директрисы гиперболы; в настоящем 

случае – 

2
3

6
:1 xD ; 2:2 xD . 

Изобразим гиперболу на координатной плоскости (рис. 1.81). 
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Рис. 1.81 

д) xy
3

2
 ; с = 2. 

Найдем действительную и мнимую полуоси. 

Прямые xy
3

2
  – асимптоты гиперболы. Так как  уравне-

ние асимптот: x
a

b
y  , то имеем ab

a

b

2

3

2

3
 . 

22 bac   – расстояние от центра до фокуса  
222 bac  ; по условию с = 2  

2

2

2

3
4 








 aa ; 

22

4

9
4 aa  ; 

21316 a ; 

13

4
a  – действительная полуось. 

13

6

132

43

2

3





 ab  – мнимая полуось. 
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1

13
36

13
16

22


yx

 – каноническое уравнение искомой гипер-

болы. 

Найдем основные параметры гиперболы. 

Точка О(0, 0) – центр; точки А1 







 0,

13

4
, А2 








0,

13

4
 – 

вершины гиперболы. 

с = 2   точки F1(–2, 0), F2(2, 0) – фокусы; 

2

13

4

132


a

c
E  – эксцентриситет. 

Прямые 
E

a
xD :  – директрисы гиперболы, в нашем слу-

чае – 
13

8

1313

24
:1 




xD ; 

13

8
:2 xD . 

Изобразим гиперболу на координатной плоскости (рис. 1.82). 

 

Рис. 1.82 
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Пример 1.36. 
Определить тип кривой, найти её основные параметры, сде-

лать чертеж: в данной ДПСК 

1) 04954894 22  yxyx ; 

2) 02010369 22  yxyx ; 

3) 0943 2  yxx ; 

4) 02593 2  yxy . 

Решение 

1) 04954894 22  yxyx . 

Сгруппируем слагаемые и выделим полный квадрат по x и по 

y: 

04954984 22  yyxx ; 

0496924 22  )yy()xx( ; 

49)9)3((9)1)1((4 22  yx ; 

4981)3(94)1(4 22  yx ; 

36)3(9)1(4 22  yx  разделим на 36; 

1
4

)3(

9

)1( 22





 yx

. 

Перейдем к новой декартовой прямоугольной системе коор-

динат XOY, которая получается из исходной декартовой системы 

координат XOY параллельным переносом осей OX и OY: 








.3

,1

yy

xx
 

Тогда 1
4

)(

9

)( 22





 yx

 – каноническое уравнение эллипса. 

Найдем основные параметры эллипса: 

3a  – большая полуось, 2b  – малая полуось, 

54922  bac  – расстояние от центра до фокуса; 

Точки )0,(),0,( 21 cFcF   – фокусы, тогда  

)0,5(1 F , )0,5(2F . 

1
3

5


a

c
E  – эксцентриситет. 
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Прямые 
E

a
xd :  – директрисы; в нашем случае- 

 
5

9

5

33
:1 


xd ,  

5

9
:2 xd . 

Найдем центр, вершины, фокусы, директрисы эллипса в ис-

ходной XOY системе координат, пользуясь формулами: 









3

,1

yy

xx
 

и результаты запишем в таблицу: 

Параметры 

эллипса 

Система координат 

каноническая XOY  исходная XOY 

Уравнение 
1

4

)(

9

)( 22





 yx

 1
4

)3(

9

)1( 22





 yx

 

Центр )0;0(O  )3;1( O  

Вершины 

)2;0(

)2;0(

)0;3(

)0;3(

2

1

2

1

B

B

A

A





 

)1;1(

)5;1(

)3;4(

)3;2(

2

1

2

1









B

B

A

A

 

Фокусы 

)0;5(

)0;5(

2

1

F

F 
 

)3;15(

)3;15(

2

1





F

F
 

Директрисы 

5

9
;

5

9
 xx  

5

9
1;

5

9
1  xx  

Изобразим эллипс  на координатной плоскости (рис. 1.83). 
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Рис. 1.83 

2) 02010369 22  yxyx . 

Сгруппируем слагаемые и выделим полный квадрат по пере-

менным х и  y: 

020)10()4(9 22  yyx ; 

020)25)5(()4)2((9 22  yx ; 

02025)5(36)2(9 22  yx ; 

09)5()2(9 22  yx ; 

9)5()2(9 22  yx  разделим на 9; 

1
9

)5(
)2(

2
2 




y
x . 

Перейдем к новой декартовой прямоугольной системе коор-

динат XOY, которая получается из исходной декартовой прямо-

угольной системы координат параллельным переносом осей OX и 

OY: 









.5

,2

yy

xx
 

1
3

)(

1

)(
2

22





 yx

 – каноническое уравнение гиперболы, со-

пряженной к гиперболе 1
3

)(

1

)(
2

22





 yx

. 



130 

Найдем основные параметры гиперболы: 

а = 3 – действительная полуось, 

b = 1 – мнимая полуось, 

101922  bac  – расстояние от центра до фокуса, 

Точки ),0(),,0( 21 cFcF   – фокусы, тогда  

)10,0(),10,0( 21 FF  . 

3

10


a

c
E ; 

Прямые y
a

b
x   –  асимптоты; тогда  yx 

3

1
. 

Прямые 
E

a
yd :  - директрисы; тогда  

10

9

10

33
:1 


yd ; 

10

9
:2 yd . 

Найдем центр, вершину, фокусы, директрисы, асимптоты в 

сходной (XOY) системе координат, пользуясь формулами: 









.5

,2

yy

xx
 

Найдем уравнения асимптот в системе координат XOY. 

yx 
3

1
 и yx 

3

1
; 

13

5)2(3





yx

yx
 

.113

;5)2(3

yx

yx





и

и
 

Результаты  запишем в таблицу: 

Параметры 

гиперболы 

Система координат 

каноническая XOY исходная XOY 

Уравнение 
1

9

)(

1

)( 22





 yx

 1
9

)5(

1

)2( 22





 yx

 

Центр )0;0(O  )5;2(O  

Вершины 

)3;0(

)3;0(

2

1

A

A 
 

)8;2(

)2;2(

2

1

A

A
 



131 

Фокусы 

)10;0(

)10;0(

2

1

F

F 
 

)105;2(

)105;2(

2

1





F

F
 

Директрисы 

10

9
10

9





y

y

 

10

9
5

10

9
5





x

x

 

Асимптоты 

yx

yx





3

1
3

1

 
113

13





yx

yx
 

Изобразим гиперболу на координатной плоскости (рис. 1.84). 

 

Рис. 1.84 

3) 0943 2  yxx . 

Выделим полный квадрат по x: 

09
3

4
3 2 








 yxx ; 
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9
9

4

3

2
3

2
























 yx ; 

9
3

4

3

2
3

2









 yx ; 

3

23

3

2
3

2









 yx ; 




















3

23

3

1

3

2
2

yx ; 

Перейдем к новой декартовой прямоугольной системе коор-

динат, которая получается из исходной параллельным переносом 

осей OX и OY: 














.yy

;xx

3

23

3

2

 

y)x( 
3

12
 – каноническое уравнение параболы. 

Найдем основные параметры параболы. 

6

1
p  – параметр. 

Точка 








2
,0

p
F , тогда  









12

1
,0F  – фокус. 

Прямая 
2

:
p

yd  - директриса, тогда 
12

1
y .  

Найдем вершину, фокус и директрису в исходной XOY си-

стеме координат, пользуясь формулами: 














3

23

3

2

yy

,xx

 

и результаты запишем в таблицу: 
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Параметры 

параболы 

Система координат 

каноническая XOY  исходная XOY 

Уравнение 
yx 

3

1
)( 2  0943 2  yxx  

Вершина )0,0(O  










3

23
,

3

2
O  

Фокусы 









12

1
,0F  










12

93
,

3

2
F  

Директрисы 

12

1
y  

12

91
y  

Изобразим  параболу  на координатной плоскости (рис. 1.85). 

 

 

Рис. 1.85 

4) 02593 2  yxy . 

Выделим полный квадрат по у: 

029
3

5
3 2 








 xy ; 
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029
36

25

6

5
3

2
























 xy ; 

029
12

25

6

5
3

2









 xy ; 

2524108
6

5
36

2









 xy ; 

49108
6

5
36

2









 xy ; 




















108

49
108

6

5
36

2

xy ; 




















108

49
3

6

5
2

xy . 

Перейдем к новой декартовой прямоугольной системе коор-

динат, которая получается из исходной параллельным переносом 

осей OX и OY: 













.
108

49

,
6

5

xx

yy
 

  xy  3
2

 – каноническое уравнение параболы. 

Найдем основные параметры параболы. 









 0,

2

p
F , 

2

3
p    точка 








 0,

4

3
F  – фокус. 

 Прямая 
2

:
p

yD   -  директриса, тогда 
4

3
: yD .  

Найдем вершину, фокус и директрису параболы в системе 

координат XOY, пользуясь формулами: 













6

5

,
108

49

yy

xx

 

результаты запишем в таблицу: 
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Параметры 

параболы 

Система координат 

каноническая XOY исходная XOY 

Уравнение xy  3)( 2  02593 2  yxy  

Вершина )0,0(O  










6

5
,

108

49
O  

Фокус 








0,

4

3
F  










6

5
,

27

8
F  

Директриса 

4

3
y  

12

19
y  

Изобразим  параболу  на координатной плоскости (рис. 1.86). 

 

Рис. 1.86 

Пример 1.37. 

Точка М(1, -2) принадлежит гиперболе, фокус которой  

F (-2, 2), а соответствующая директриса задана уравнением 

012  yx . Составить уравнение этой гиперболы. 

Решение 

Для любой точки М, лежащей на гиперболе, отношение рас-

стояния от этой точки  до фокуса к расстоянию до соответствующей 

директрисы есть величина постоянная и равная Е. 

Найдем расстояние от точки М(1, -2) до фокуса F (-2, 2). 
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Координаты вектора ),(FM 43 , его длина 

5169 FM . 

Найдем расстояние от точки М(1, -2) до прямой  

d: 012  yx , по формуле: 

22

00

BA

|CByAx|
),М(




 , где 000  CByAx: ,  

)y,x(M 00 . 

Тогда 
5

3

12

122

22







||
)d,М( . 

Найдем эксцентриситет: 

3

55


)d,M(

|FM|
E


. 

Пусть точка y)N(x,  - произвольная точка, лежащая на гиперболе, 

тогда
3

55

),(

||
 E

dN

FN


; 

3

55

12

522 22







|yx|

)y()x(

)d,N(

|FN|


. 

Разделим тождество на 5 : 

3

5

12

22 22






|yx|

)y()x(
 

Возведем обе части в квадрат:  

9

25

12

22
2

22






)yx(

)y()x(
. 

Перемножим по свойству пропорции: 
222 12252929 )yx()y()x(  . 

Раскроем скобки: 

yxxyyxyyxx 5010010025251003636936369 2222 

Тогда 
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047861361001691 22  yxxyyx - уравнение искомой ги-

перболы. 



138 

1.6. Поверхности 2-го порядка 

Алгебраической поверхностью 2-го порядка называется по-

верхность, уравнение которой в декартовой прямоугольной системе 

координат можно представить в виде: 

 Ax
2
 + By

2
 + Cz

2
 + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + Kz + M = 0, (2) 

где A
2
 + B

2
 + C

2
 + D

2
 + E

2
 + F

2
 > 0. 

Классификация поверхностей 2-го порядка 

Для любой поверхности 2-го порядка всегда можно подо-

брать такую новую декартову прямоугольную систему координат, в 

которой уравнение (2) примет вид канонического уравнения поверх-

ности. Ниже приведены канонические уравнения основных поверх-

ностей 2-го порядка. 

1. Эллипсоид (рис. 1.87) – 

 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
, 

где a, b, c – полуоси эллипсоида. 

В сечении плоскостью z = 0 получаем эллипс, описываемый 

уравнением 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

 

Рис. 1.87 
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2. Однополостный гиперболоид (рис. 1.88) – 

 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 

В сечении плоскостью z = 0 получаем эллипс, описываемый 

уравнением 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

Рис. 1.88 

3. Двуполостный гиперболоид (рис. 1.89) – 

 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 

Рис. 1.89 
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4. Конус второго порядка (рис. 1.90) – 

 0
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 

 Рис. 1.90 

5. Эллиптический параболоид (рис. 1.91) – 

 z
b

y

a

x


2

2

2

2

. 

   Рис. 1.91 
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6. Гиперболический параболоид (рис. 1.92) – 

 z
b

y

a

x


2

2

2

2

. 

 

Рис. 1.92 

7. Эллиптический цилиндр второго порядка (рис. 1.93) – 

 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

 

Рис. 1.93 



142 

8. Гиперболический цилиндр второго порядка (рис. 1.94) – 

 1
2

2

2

2


b

y

a

x
. 

 

Рис. 1.94 

9. Параболический цилиндр второго порядка (рис. 1.95) – 

 y
2
 = 2px. 

 

Рис. 1.95 
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10. Мнимый эллипсоид (не определяет никакого действи-

тельного образа) – 

 1
2

2

2

2

2

2


c

z

b

y

a

x
. 

11. Пара пересекающихся плоскостей – 

 0
2

2

2

2


b

y

a

x
, 

где bx  ay = 0 – уравнения плоскостей. 

12. 1
2

2

2

2


b

y

a

x
-  (не определяет никакого действительно-

го образа). 

 

 

Пример 1.38.  
Определить тип поверхности и сделать чертеж. 

1) 0754961016249 222  zyxzyx ;      

2) 094545072242594 222  zyxzyx ;  

3) 0101745072242594 222  zyxzyx ; 

4) 02045450836259 222  zyxzyx ; 

5) 0396908554 22  zyxzy ; 

6) 047950162259 22  yxyx ; 

7) 01533 2  yzz . 

Решение 

1) 0754961016249 222  zyxzyx  

Сгруппируем слагаемые и выделим полные квадраты по пе-

ременным х, у  и z. 

;)z()y()x(

;))z(()y())x((

;)zz(yy)xx(

075414431625572999

075493162558199

075461610189

222

222

222






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144316599 222  )z()y()x( . 

Разделим на 144: 

1
9

3

144

5

16

9 222








 )z()y()x(

; 

.
)z()y()x(

1
3

3

12

5

4

9
2

2

2

2

2

2










 

Перейдем к новой декартовой прямоугольной системе коор-

динат OXYZ, которая получается из исходной OXYZ параллельным 

переносом осей OX, OY, OZ: 














.3

,5

,9

zz

yy

xx

 

Получим каноническое уравнение эллипсоида: 

1
3124 2

2

2

2

2

2








 )z()y()x(

, 

)3,5,9(O  – центр эллипсоида. 

Сделаем чертеж (рис. 1.96). 

 

Рис. 1.96 

2) 094545072242594 222  zyxzyx . 

Сгруппируем слагаемые и выделим полные квадраты по пе-

ременным х, у и z. 
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;)z()y()x(

;)z()y()x(

;))z(())y(())x((

;)zz()yy()xx(

09009254934

09452025925144493634

0945819251649934

094518258964

242

222

222

222









9009254934 242  )z()y()x( . 

Разделим на 900: 

1
36

925

100

49

225

3 222








 )z()y()x(

; 

1
6

9

10

4

15

3
2

2

2

2

2

2








 )z()y()x(

. 

Перейдем к новой декартовой прямоугольной системе коор-

динат XOYZ , которая получается из исходной системы координат 

XOYZ параллельным переносом осей OX, OY, OZ: 














.9

,4

,3

zz

yy

xx

 

Получим каноническое уравнение двуполостного гипербо-

лоида: 

1
61015 2

2

2

2

2

2








 )z()y()x(

. 

О (3, –4, 9) – центр симметрии; 

   600600 21 ,,A,,,A   – координаты вершин в системе коор-

динат XOYZ. 

Ось симметрии – ось OZ. 

Связь между координатами: 













.9

,4

,3

zz

yy

xx

 

   1543343 21 ,,A,,,A   – координаты вершин в си-

стеме координат XOYZ. 

Сделаем чертеж (рис. 1.97). 
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Рис. 1.97 

3) 0101745072242594 222  zyxzyx ; 

Сгруппируем слагаемые и выделим полные квадраты по пе-

ременным x, y и z 

;)z()y()x(

;))z(())y())x((

;)zz()yy()xx(

010172025925144493634

01017819251649934

0101718258964

222

222

222







 

9009254934 222  )z()y()x( . 

Разделим на 900: 

.
)z()y()x(

1
36

9

100

4

225

3 222










 

Перейдем к новой декартовой прямоугольной системе коор-

динат XOYZ, которая получается из исходной параллельным пере-

носом осей OX, OY, OZ: 













.9

,4

,3

zz

yy

xx
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Получим каноническое уравнение однополостного гипербо-

лоида, осью симметрии которого является ось OY: 

1
61015 2

2

2

2

2

2








 )z()y()x(

. 

Точка O(3,4,-9) – центр симметрии. 

Сделаем чертеж (рис. 1.98) 

 

Рис. 1.98 

4) 02045450836259 222  zyxzyx ; 

Сгруппируем слагаемые и выделим полный квадрат по 

переменным x,y и z: 

020451825849 222  )zz()yy()xx( ; 

;))z(())y(())x(( 0204581925164429 222 

;)z()y()x( 0204520259251643629 222 

0925429 222  )z()y()x( . 

Разделим на 225: 

0
9

9

225

4

25

2 222








 )z()y()x(

 

Перейдем к новой декартовой прямоугольной системе коор-

динат XOYZ, которая получается из исходной параллельным пере-

носом осей OX, OY, OZ: 
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












;9

,4

,2

zz

yy

xx

 

Получим  каноническое уравнение конуса, осью симметрии 

которого является ось OY: 

 

0
3155 2

2

2

2

2

2





 )z()y()x(

  

Точка О(2, 4, 9) – центр  симметрии конуса. 

Сделаем чертеж (рис. 1.99). 

 

Рис. 1.99 

5) 0396908554 22  zyxzy . 

Сгруппируем слагаемые и выделим полные квадраты по пе-

ременным у и z: 

;x)z()y(

;x)z()y(

;x))z(())y((

;x)zz()yy(

559514

0396540595414

039658195114

0396518524

22

22

22

22









 

 159514 22  x)z()y(   

Разделим на 5- 
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 .x
)z()y(

1
1

9

4

5

1 22







 

Перейдем к новой декартовой прямоугольной системе коор-

динат XOYZ , которая получается из исходной параллельным пе-

реносом осей OX, OY, OZ: 















,zz

,yy

,xx

9

1

1

 

   
x

zy







145

22

 – получили каноническое уравнение ги-

перболического параболоида; 

 911  ,,O – координаты точки O в системе координат 

OXYZ. 

Сделаем чертеж (рис. 1.100). 

 

Рис. 1.100 

6) 047950162259 22  yxyx . 



150 

Сгруппируем слагаемые и выделим полные квадраты по пе-

ременным x и у: 

;)y()x(

;)y()x(

;))y(())x((

;)yy()xx(

022512599

04792512572999

047911258199

0479225189

22

22

22

22









 

22512599 22  )y()x( . 

Разделим на 225; 

1
9

1

25

9 22





 )y()x(

. 

Перейдем к новой декартовой прямоугольной системе коор-

динат XOYZ, которая получается параллельным переносом осей 

OX, OY:  















,zz

,yy

,xx

1

9

 

   
1

35 2

2

2

2





 yx

 – получили каноническое уравнение гиперболиче-

ского цилиндра, осью симметрии которого является ось OZ. 

 019 ,,O  – координаты точки O в системе координат 

OXYZ. Сделаем чертеж (рис. 1.101). 

 

Рис. 1.101 
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7) 01533 2  yzz . 

Выделим полный квадрат по z: 

;45)1(3

;153)1(3

;15)1)1((3

;015)(3

2

2

2

2









yz

yz

yz

yzz

 

;
5

4
5)1(3 2









 yz  

.
5

4
)1(

5

3 2  yz  

Введем новую декартову прямоугольную систему координат 

XOYZ, которая получается из исходной параллельным переносом 

осей  OY, OZ: 
















,1

,
5

4

,

zz

yy

xx

 

yz  2)(
5

3
 – каноническое уравнение параболического ци-

линдра, осью симметрии которого является ось OX. 









 1,

5

4
,0O  – координаты точки O в системе координат 

OXYZ. Сделаем чертеж (рис. 1.102). 
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Рис. 1.102 
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1.7. Домашнее задание 

Для получения варианта домашнего задания Вам необходи-

мо, пользуясь табл. 1.1, заполнить первую строку табл. 1.2, затем 

выписать соответствующие Вашему номеру варианта данные из 

табл. 1.1. Например, Ваш вариант 11.14. Тогда по табл. 1.1 имеем: 

11 B D F K M A C G 

Вписываем эти буквы в первую строку табл. 1.1 и выбираем 

строку, соответствующую четырнадцатому варианту: 

Номер 

по п/п 

Коэффициенты 

B D F K M A C G 

14 5 1 3 –6 6 2 9 3 

 

Таблица 1.1 

 Порядок следования коэффициентов  

Группа Коэффициенты 

1 A B C D K M F G 

2 C D K F M A B G 

3 M K D C B F A G 

4 B A C K D F M G 

5 C D A M F K B G 

6 D K B A M C F G 

7 K M C F A B D G 

8 M F D A C K B G 

9 F M D K C B A G 

10 A D C M F K B G 

11 B D F K M A C G 

12 C D K M F A B G 

13 D K M F A B C G 

14 K F M A B C D G 

15 M A B C D K F G 

16 F M K D C B A G 

17 D K M F A B C G 
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Таблица 1.2 

Данные для выполнения домашнего задания 

Номер 

по п/п 

Коэффициенты 

       G 

1 –2 1 4 5 3 –6 7 2 

2 3 –2 1 –5 7 2 4 3 

3 5 –3 4 1 2 –8 6 1 

4 4 3 –2 1 6 3 5 2 

5 8 –9 4 2 1 6 –2 1 

6 3 4 –5 1 –3 5 7 2 

7 2 4 5 7 8 –9 1 3 

8 5 1 3 –2 6 –8 –6 1 

9 1 4 –3 2 9 –6 7 2 

10 5 7 3 –6 1 –2 4 1 

11 1 3 –5 2 6 4 9 2 

12 9 –4 –1 –8 –3 6 5 1 

13 2 –3 9 4 1 7 3 2 

14 5 1 3 –6 6 2 9 3 

15 –4 –1 –8 9 –5 2 7 1 

16 2 –3 3 1 –6 5 –1 2 

17 –5 –4 2 4 –1 6 7 1 

18 3 1 5 6 –4 2 9 2 

19 2 4 –3 –5 –6 –5 8 1 

20 1 –2 –7 8 3 5 –4 2 

21 –8 –3 –1 6 4 1 –5 3 

22 –2 –4 5 3 –6 7 6 1 

23 1 9 –6 4 –2 –3 –1 2 

24 3 –5 –1 3 6 –4 2 1 

25 –1 –3 –6 4 1 –5 –4 2 

26 9 –4 3 –5 2 1 6 2 

27 7 6 –1 2 –3 8 –5 1 

28 4 –1 5 –6 –4 7 3 3 

29 –1 9 –3 –5 6 –8 2 1 

30 2 1 9 3 –4 –1 6 2 
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 Условие домашнего задания 

1. Векторы 

Задача 1. Дано: Fa  , Mb  , Ac  , 
3
















 

ba ; 
4
















 

cb ; 

3

2










 

ca . 

Найти: 1) bCaD  ; 

2)  bCaD
aKcM




пр ; 

3) Длину диагоналей параллелограмма, 

построенного по векторам bBaC   и 

aMbK  ; 

4) Площадь этого параллелограмма. 

Задача 2. Дано: a (А, В, С); b (F, M, K); c (B, D, K). 

Найти: 1) координаты вектора d  = F a  + Mb ; 
2) длину вектора d , направляющие коси-

нусы вектора d , координаты орта d 0 век-

тора d , d
i

пр , d
j

пр , d
k

пр ; 

3) (A a  + B c , K b  + M d ); 

4) cos(A a  + B c


, K b  + M d ); 

5) [A a  + B c , K b  + M d ]; 

6) ( a , b , c ); 

7) Образуют ли вектора a , b , c  базис в R3
; 

8) d
а

пр . 

2. Прямая на плоскости 

Дано: точки Q(A, B), L(C, D), P(C, F). 

Найти: 1) проверить, не лежат ли точки на одной прямой; 

2) уравнение прямой QL; 

3) уравнение медианы, проведенной из вершины Q в 
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треугольнике QLP; 

4) уравнение высоты, проведенной из вершины Q; 

5) координаты точки пересечения медиан в QPL; 

6) угол между медианой и высотой, проведенными из 

вершины Q; 

7) расстояние о точки Р до прямой QL. 

3. Прямая и плоскость в пространстве 

Дано: Q(A, B, C), L(A, F, C), P(M, F, K), N(A, D, F). 

Найти: 1) проверить, что точки Q, L, Р не лежат на одной пря-

мой; 

2) проверить, что точки Q, L, P, N не лежат в одной 

плоскости; 

3) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точки Q, L, Р; 

4) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точку N, параллельно плоскости (QLР); 

5) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точку Р параллельно векторам QP  и QN ; 

6) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точки N и Q, перпендикулярно плоскости (QLP); 

7) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точки L и Q, параллельно вектору NP ; 

8) написать уравнение плоскости, проходящей через 

точку N, параллельно координатной плоскости XOZ; 

9) написать общее, каноническое и параметрическое 

уравнение прямой QP; 

10) написать уравнение прямой, проходящей через 

точку Q параллельно оси OZ; 

11) написать уравнение медианы QM в QPL; 

12) написать уравнение высоты QH в QPL; 

13) написать уравнение прямой, проходящей через 

точку N параллельно прямой QP; 

14) написать уравнение высоты NH тетраэдра QLPH; 

15) написать уравнение прямой, перпендикулярной 
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прямым QP и QN и проходящей через точку L; 

16) найти угол между прямой QP и прямой LN; 

17) найти угол между прямой PN и плоскостью (QPL); 

18) найти величину двугранного угла между плоско-

стями (QPL) и (NPQ); 

19) найти площадь QPL; 

20) найти объем тетраэдра QLNP; 

21) найти расстояние от точки N до прямой QP; 

22) найти расстояние от точки N до плоскости (QLP); 

23) найти расстояние между прямыми QP и LN; 

24) найти координаты точки N1, симметричной точки 

N относительно прямой QP; 

25) найти координаты точки N2, симметричной точки 

N относительно плоскости QLP. 

4. Кривые 2-го порядка 

Определить тип кривой, приведенной ниже, найти ее 

основные параметры, сделать чертеж: 

1) F
2
x

2
 + M

2
y

2
 – 2F

2
Bx – 2M

2
Ay + M

2
A

2
 + F

2
B

2
 = F

2
M

2
; 

2) M
2
x

2
 – B

2
y

2
 – 2M

2
Fx – 2KB

2
y + M

2
B

2
 + M

2
F

2
 – B

2
K

2
 = 0; 

3) Mx
2
 + Cx + By + D = 0; 

4) Ay
2
 + Dx + Ky + F = 0. 

5. Поверхности 2-го порядка 

Определить тип поверхности, сделать чертеж 

1) (Ax)
2
 + (By)

2
 + (Cz)

2
 + 2DA

2
x + 2B

2
Ky + 2MC

2
z = 0; 

2) (Fx)
2
 + (My)

2
 – (Kz)

2
 + 2AF

2
x + 

+ 2CM
2
y + 2DK

2
z + M = 0; 

3) (Fx)
2
 – (My)

2
 + (Kz)

2
 + 2AF

2
x + 

+ 2CM
2
y + 2DK

2
z + M = 0; 

4) A(x – F)
2
 + B(y – C)

2
 + K(z – D)

2
 = 0; 

5) Cy
2
 + Kz

2
 + Ax + 2BCy + 2KDz + F = 0; 

6) Mx
2
 + Ky

2
 + MDx + FKy + A = 0; 

7) Az
2
 + Mz + Ky + B = 0. 
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1.8. Вопросы для самопроверки. 

 Для контроля усвоения прочитанного материала предлага-

ются следующие вопросы: 

1. Даны координаты векторов a (1, –1, 2) и b (–1, 3, 1). 

Найти:   

1) координаты вектора a  + 4 b ; 

2) длину вектора b ; 

3) направляющие косинусы вектора b ; 

4) координаты вектора c  коллинеарного вектору a , если 

известно, что длина вектора c  равна 1. 

2. Дать определение вектора, суммы векторов. 

3. Даны координаты векторов a  (–1, –1, 2) и b  (–1, 3, 1) 

Найти: 

1) ( a , b ); 

2) (3 a – 4 b , a + b ); 

3) )43( bаa пр ; 

4) ba  . 

4. Дать определение скалярного произведения векторов, 

сформулировать его свойства. 

5. Известны координаты точек  М(1, 2) и K(–1, 3). Найти ко-

ординаты середины отрезка МK. 

6. Дано: | a |= 1, | b |=1, 
4

,





ba . 

Найти: 1) ( a , b ); 

2) | a + b |; 

3) b
ba 

пр / 

7. Написать формулу скалярного произведения в декартовой 

прямоугольной системе координат. 

8. Даны координаты векторов a  (1, –1, 2), b  (–1, 3, 1),  

c (–1, 2, 3) 

Найти: 1) [a, b ]; 

2) [ a – c , 2 b ]; 
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3) S параллелограмма, построенного на векторах a , 

b ; 

4) длины диагоналей параллелограмма, построенного 

на векторах a , b . 

9. Дать определение векторного произведения векторов, 

сформулировать его свойства. 

10. Известны координаты точек A(1, 0, 2), B(1, 3, 0), C(0, 0, 1), 

и D(–1, 0, 0). 

Найти: 

1) выяснить принадлежат ли эти точки одной плоскости; 

2) найти объем тетраэдра АВСD; 

3) выяснить образуют ли векторы AB , AC  и AD базис; 

4) найти длину высоты, проведенной из вершины D к 

плоскости (ABC  

11 Найти ( i ; [ k,j ]), где i , k,j - базисные орты. 

12. Дать определение смешанного произведения векторов, 

сформулировать его свойства. 

13. Известны координаты векторов a  (1, –1, 2), b  (0, 1, 0),  

c  (–1, 2, 0). Найти смешанное произведение этих векторов. 

14. Написать уравнение прямой, проходящей через точки 

А(1, –1) и В (2, –1); 

15. Написать уравнение прямой, проходящей через точку 

А(1, –1) параллельно вектору a  (–1, 2); 

16. Написать уравнение прямой, проходящей через точку 

А(1, –1) перпендикулярно вектору a  (–1, 2); 

17. Перечислить основные виды уравнений прямой на плос-

кости. 

18. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку 

А(1, 0, 1) параллельно плоскости Р: x – 2y + z – 1 = 0. 

19. Написать уравнение плоскости, проходящей через точки 

А(1, 0, 1) и В(–2, 0, 0) перпендикулярно плоскости  Р: –x + y – 3 = 0. 

20. Написать уравнение плоскости, проходящей через точку 

А(1, 0, 1) параллельно векторам a  (1, 2, –1) и b  (1, 3, 2). 

21. Написать уравнение плоскости, проходящей через точки 

А(1, 0, 1),  В(–3, 0, 0) и С(0, 1, –3). 

22. Перечислить  основные виды уравнений плоскости. 

23. Написать уравнение прямой, проходящей через точки  

А(–1, 0, 1) и В(1, 0, 0). 
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24. Написать уравнение прямой, проходящей через точку  

А(–1, 0, 1) параллельно вектору a  (–1, 2, 1). 

25. Написать уравнение прямой, проходящей через точку  

А(–1, 0, 1) перпендикулярно плоскости x + 2y – z = 0. 

26. Написать уравнение прямой, проходящей через точку  

А(–1, 0, 1) параллельно прямой 















.3

,2

,1

z

ty

tx

 

27. Перечислить  основные виды уравнений прямой в про-

странстве. 

28. Выяснить взаимное расположение плоскостей: 

P1 : x – y – z + 1 = 0 и P2 : x + z = 0.  

29. Найти угол между плоскостями  P1 :x – y – z + 1 = 0 и 

 P2 :x + z = 0 

30. Написать формулу для нахождения расстояния от точки 

до прямой. 

31. Найти расстояние от точки М(–2, 0, 1) до плоскости  

P: x + z = 0. 

31. Написать формулу для нахождения угла между плоско-

стью и прямой. 

32. Написать параметрическое уравнение прямой 

3

1

02

1






 zyx
. 

33. Найти точку пересечения прямой 
3

1

02

1






 zyx
 и 

плоскости x – y – z + 1 = 0. 

34. Выяснить взаимное расположение прямой  

L: 
3

1

02

1






 zyx
 и плоскости P: y + 4 = 0. 

35. Найти угол между прямой L: 
3

1

02

1






 zyx
 и плоско-

стью P: y + 4 = 0. 

35. Написать формулу для нахождения расстояния между па-

раллельными прямыми. 

36. Написать формулу для нахождения расстояния между 

скрещивающимися прямыми. 
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37. Даны вершины треугольника  А(1,-2,-4); В(3,1,-3) и 

С(5,1,-7). Написать параметрическое уравнение его высоты, прове-

денной из вершины В.  

 38. Определить тип кривой: 

1) 02 22  xyx ; 

2) 02 22  xyx ; 

3) 02 2  xy . 

39. Написать формулу для нахождения эксцентриситета эл-

липса и гиперболы. 

40. Написать формулу для нахождения директрис эллипса, 

гиперболы, параболы. 

41. Написать каноническое уравнение эллипсоида, если a = 1, 

b = 2, c = 4. Сделать чертеж. 

42. Написать каноническое уравнение двуполостного гипер-

болоида, если a = 1, b = 2, c = 4. Сделать чертеж.  

43. Написать каноническое уравнение эллиптического пара-

болоида. a = 1, b = 2. Сделать чертеж. 

44. Написать каноническое уравнение конуса. a = 2, b = 3. 

Сделать чертеж. 

45. Написать каноническое уравнение гиперболического па-

раболоида. a = 2, b = 3. Сделать чертеж. 
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 1.9. Типовые варианты контрольных работ 

Контрольная работа 1 

Тема: векторы, операции над векторами, прямая и плоскость 

в пространстве. 

1) Дан вектор )1,3,1(   a  Найти   a , координаты орта 
0

a  и 

направляющие косинусы вектора а .  

2) Даны три вектора: а (6, 4, 1),  b (4, 2, –1), c (–1, 3, 2). 

Найти:  ba , ,  cb,a  , )3( ca
b

пр , проверить, образуют ли эти 

векторы базис. 

Или 

2) Дано:   a  = 1, b  = 2, c  = 1,  
4

,





ba ,  
3

2
,






cb ,  

6
,






сa . Найти   пр   ),3(),,( caba
b

 | сb  |. 

3) Даны три точки A(2, 1), B(3, 4), C(1, 6). Найти площадь 

ABK , где K – середина стороны AC.  

4) В параллелограмме АВСД на диагоналях АС и ВД взяты 

точки М и К, соответственно, так, что |АМ|:|МС|=2:3, |ВК|:|КД|=1:4. 

Выразить вектор КМ через векторы ВА  и ДА . 

или 

4) В параллелепипеде 1111 DCBABCDA известны координаты 

вершин  А(1;2;3); В(9;6;4); Д(3;0;4); А1 (5;2;6). Найти длину диагона-

ли АС1 этого параллелепипеда и косинус угла между диагональю 

АС1 и ребром АВ. 

5) Найти расстояние от точки А(2,3) до прямой, проходящей 

через точки  B(3, -2), C(1, 0). 

6) Дано: jiа  , kjb  . Найти координаты вектора c , 

если известно, что он компланарен векторам  a и b , длина его равна 

6, а угол между векторами а и с  равен 
4

3
.  

7) Даны уравнения медиан треугольника x-y-3=0, 5x+4y-9=0,  

4x+5y-6=0 и его  площадь S=6. Найти вершины этого треугольника. 
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8) Даны вершины треугольника А(-2,1); В(3,1) и С(1,5). Вы-

числить длину перпендикуляра, проведенного из вершины В к меди-

ане, проходящей через точку А. 

Контрольная работа 2 

Тема: прямая и плоскость в пространстве, кривые и поверх-

ности 2 порядка. 

1) Найти расстояние от точки М(2, –1, 4) до плоскости, про-

ходящей через точки А(1, –1, 2), B(0, 1, –1), С(1, 2, 0). 

2) Написать каноническое уравнение прямой 









03356

08456

zyx

zyx
 и найти расстояние от точки М(0, 1, 1) до этой 

прямой. 

3) Найти координаты точки М, симметричной точке 

М(1, 0, 1) относительно плоскости 4x + 6y + 4z – 25 = 0. 

Или 

3 ) Найти координаты  точки М, симметричной точке 

 М(1, 0, 1) относительно прямой 
2

1

1

1

0

1 







 zyx
.  

4)  Найти угол между плоскостью P: x – 2y + z + 1 = 0 и  

 прямой L: 













.38

,0

,12

tz

y

tx

 

5) Определить взаимное расположение прямых L1 и L2 и 

найти расстояние между ними.  

L1:
4

9

1

5

3

7

;022

,01022
2

















 zyx
:   L

zyx

zyx
. 

6) Написать каноническое уравнение эллипса, если а = 2, 

 = 
3

1
. Построить эллипс и найти его основные параметры. 

7) Привести уравнение кривой к каноническому виду, опре-

делить тип этой кривой, найти все параметры и сделать чертеж. 

164 2  xxy . 

8) Определить тип поверхности zyx  545 22 , сделать 

схематический чертеж. 
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2. Линейная алгебра 

2.1. Матрицы, операции над матрицами 

Матрицей размера m  n называется прямоугольная таблица, 

составленная из элементов некоторого множества и состоящая из m 

строк и n столбцов: 





















mn

n

n

mm a

a

a

aa

aa

aa

A
...

...

...

...

......

...

2

1

21

2221

1211

. 

Числа aij – элементы матрицы А, где i = 1 ...m – номер строки, 

j = 1 ...n – номер столбца.  

Набор чисел inii a,a,a 21 ,( m,,i 21 ) называется i-ой 

строкой матрицы А. Набор чисел mjjj a,a,a 21 ,( n,,j 21 ) 

называется  j-ым столбцом матрицы А. Матрица, у которой число 

строк совпадает с числом столбцов, называется квадратной. 

Пусть А - квадратная матрица, тогда набор чисел 

nna,a,a 2211  образует главную диагональ. 

Матрица, у которой все элементы равны нулю, называется 

нулевой. Квадратная матрица, у которой на главной диагонали стоят 

единицы, а все остальные элементы равны нулю, называется единич-

ной.  

Операции над матрицами 

1. Суммой матрицы А размера m  n и матрицы В размера  

m x n называется матрица С размера m  n, каждый элемент которой 

равен сумме соответствующих элементов матриц А и В: 

cij = aij + bij ,  i = 1. ..n, j = 1 ...m. 

Если  
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.

ba...baba

............

ba...baba

ba...baba

ВА

то

,

b...bb

............

b...bb

b...bb

В;

a...aa

............

a...aa

a...aa

А

mnmnmmmm

nn

nn

mnmm

n

n

mnmm

n

n









































































2211

2222222121

1112121111

21

22221

11211

21

22221

11211

 

2. Произведением А матрицы А размера m  n на число  

называется матрица В размера m  n, каждый из элементов которой 

получен умножением соответствующего элемента матрицы А на 

число : 

 bij = aij, i = 1. ..n, j = 1 ...m, 

или 

 



















































mnmm

n

n

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

...

............

...

...

21

22221

11211

21

22221

11211

. 

3. Произведением матрицы А размера m  n на матрицу В 

размера n  k называется матрица С размера m  k,  элементы кото-

рой ijс вычисляются по формуле 

  cij = ej

n

e

ieba
1

, i = 1. ..n, j = 1 ...m,  или  

 











































nknn

k

k

mnmm

n

n

b...bb

............

b...bb

b...bb

a...aa

............

a...aa

a...aa

21

22221

11211

21

22221

11211
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

























nkmnkmkmnmnmmnmnmm

nknkknnnn

nknkknnnn

ba...baba...ba...bababa...baba

............

ba...baba...ba...bababa...baba

ba...baba...ba...bababa...baba

221122221211212111

222212122222212211221221121

121211121221212111121121111

. 

Замечания 

1. Число столбцов матрицы А и число строк матрицы В должно быть оди-

наковым.  

2. АВ  ВА (произведение матриц не коммутативно). 

4. Матрицей A
T
 размера n  m , транспонированной к матри-

це А размера m  n, называется матрица, которая получается из мат-

рицы А заменой строк на столбцы, т. е. строки матрицы А являются 

столбцами матрицы A
T
. 

Определитель  

Пусть А – квадратная матрица размера n  n: 





















mn

n

n

mm a

a

a

aa

aa

aa

A
...

...

...

...

......

...

2

1

21

2221

1211

 

С каждой такой матрицей связывают определенную числен-

ную характеристику, называемую определителем, соответствующим 

этой матрице. 

Минором  элемента ija  матрицы А размера n  n называется 

определитель порядка n-1 , соответствующий квадратной матрице А
~

 

размера n-1  n-1, которая получается из матрицы А в результате вы-

черкивания i – ой строки и j-ого столбца (обозначают ijM ). 

Определителем n-ого порядка, соответствующим квадратной 

матрице А называется  число, которое можно вычислить по формуле:  





n

j

ijij
ji

nnnn

n

n

Ma)(

aaa

aaa

aaa

Adet
1

21

22221

11211

1









, где  

ijM - минор элемента, ija . 
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 Данная формула называется разложением определителя по 

элементам  i – ой строки. 

Свойства определителя 

1)При транспонировании определитель не меняется; 

2)при перестановке местами двух строк (столбцов) определитель ме-

няет знак на противоположный; 

3)если две строки (столбца) определителя равны, то он равен нулю; 

4)если каждый элемент некоторой строки (столбца) определителя  

представлен в виде суммы двух слагаемых, то определитель равен 

сумме двух определителей, у которых все строки (столбцы), кроме 

данной, прежние, а в данной строке (столбце) в первом определителе 

стоят первые, а во втором - вторые слагаемые; 

5)умножение всех элементов некоторой строки (столбца) на число не 

равное нулю равносильно умножению определителя на это число; 

6)определитель не изменится, если к одной его строке (столбцу) 

прибавить любую другую строку (столбец), умноженную на произ-

вольное число; 

7)определитель с двумя пропорциональными строками (столбцами) 

равен нулю. 

Обратная матрица 

 

Квадратная матрица А
–1

 является обратной к квадратной 

матрице А, если АА
–1

 = А
–1
А = Е, где Е – единичная матрица, т. е. 

матрица, у которой на главной диагонали стоят 1, а все остальные 

элементы равны 0: 

 























1...00

............

0...10

0...01

E . 

Квадратная матрица А называется невырожденной, если ее 

определитель не равен нулю. Для каждой невырожденной матрицы  

А существует единственная обратная матрица А
–1

. 
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Способы нахождения обратной матрицы 

1. Метод присоединенной матрицы. 

Обратная матрица может быть найдена по формуле: 

TV )(
det

11 A
A

A  , где А
V
 – присоединенная матрица. 

Присоединенная матрица А
V состоит из алгебраических до-

полнений соответствующих элементов матрицы  А : 

 























nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A

...

............

...

...

21

22221

11211

V . 

Числа Aij – алгебраические дополнения элемента аij (i = 1...n,j = 1...n),  

которые находим по формуле: 

Aij = (–1)
i+j
Mij., где ijM  - минор элемента, ija . 

Транспонированная присоединенная матрица: 

 























nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A

...

............

...

...

)(

21

22212

12111

TV . 

Для матрицы 2-го порядка 

 









2221

1211

aa

aa
A  

обратную матрицу можно найти по формуле: 

 













1121

12221

det

1

aa

aa

A
A . 
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Для матрицы 3-го порядка 

 


















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

A  

обратную матрицу можно найти по формуле: 

 
A

A
det

11   

















332313

322212

312111

AAA

AAA

AAA

, 

где Aij – алгебраические дополнения, определяемые по формулам: 

 
3332

2322

11
aa

aa
A  ; 

3332

1312

21
aa

aa
A  ; 

2322

1312

31
aa

aa
A  ; 

 
3331

2321

12
aa

aa
A  ; 

3331

1311

22
aa

aa
A  ; 

2321

1311

32
aa

aa
A  ; 

 
3231

2221

13
aa

aa
A  ; 

3231

1211

23
aa

aa
A  ; 

2221

1211

33
aa

aa
A  .  

2. Метод элементарных преобразований. 

Элементарными преобразованиями матриц называются сле-

дующие преобразования: 

1. перестановка строк (столбцов); 

2. умножение строки (столбца) на число, не равное нулю; 

3. прибавление к элементам строки (столбца) соответствую-

щих элементов другой строки (столбца), предварительно умножен-

ных на некоторое число. 

Обратную матрицу также можно найти с помощью элемен-

тарных преобразований. Для этого необходимо выполнить следую-

щие действия: 

1. Составить расширенную матрицу Е)|А( , приписав к 

матрице А справа единичную матрицу.  
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Е)|А(





















100

010

001

21

22221

11211









nnnn

n

n

а...аа

............

а...аа

а...аа

. 

2. С помощью элементарных преобразований строк расши-

ренной матрицы Е)|А(  привести матрицу А к единич-

ному виду: 

)А|Е( -1





















nnnn

n

n

bbb

bbb

bbb

...

............

...

...









21

22221

11211

100

010

001

. 

3. Тогда матрица, которая получилась справа и есть обрат-

ная к матрице А. 

Пример 2.1. 

 Дано: 






















412

130

121

A ; 






















321

153

102

B ; 


















3

1

1

C . 

Найти: 1) сумму матриц  2А + В;  

2) произведение матриц  АВ;  

3) произведение матриц  ВА;  

4)  обратную матрицу к матрице А;  

5) произведение матриц  ВС;  

6) сумму матриц В
T
 + E. 

Решение: 

1) Найдем сумму матриц 2А + В. 

2А = 




















824

260

242

; В = 




















321

153

102

  

2А + В = 














 
























505

3113

344

)3(82214

125630

)1(20422

. 

2) Найдем произведение матриц АВ. 
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АВ = 








































321

153

102

412

130

121

 


























)3(411)1(2245102143122

)3(113)1(0215300113320

)3(112)1(1215201113221

 












































1535

01710

487

121285434

3321519

321210162

. 

3) Найдем произведение матриц  ВА. 

АВ = 








































412

130

121

321

153

102

 


























431211133221230211

411513113523210513

411012113022210012

)()(

)()(

)()(












































11115

6205

650

122136261

453115623

421422

 

4) Найдем матрицу обратную к матрице А. 

Найдем определитель матрицы A: 














13

12
2

41

13
1

412

130

121

det A  

231013)32(2)112(  . 

10det  AA  существует. 

Найдем алгебраические дополнения: 

13112
41

13
11 


A ; 2)20(

42

10
12 A ; 
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7)18(
41

12
21 




A ; 624

42

11
22 


A ; 

532
13

12
31 


A ; 1)01(

10

11
32 


A ; 

660
12

30
13 


A ; 

5)41(
12

21
23 


A ; 

303
30

21
33 A . 

Составим матрицу из алгебраических дополнений: 

























315

567

6213
VA , 

Транспонируем ее: 

 
























356

162

5713
TVA . 

Тогда,  

 






















































23

3

23

5

23

6
23

1

23

6

23

2
23

5

23

7

23

13

356

162

5713

23

1

det

11 TVA
A

A

Проверка 

АА
–1

 = Е. 

АА
–1

 = 










































356

162

5713

412

130

121

23

1
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
























34)1(1525461)7(2)6(421132

31)1(3505163)7(0)6(123130

31)1(2515162)7(1)6(122131

23

1
 


























121102061424226

3351866

32551276413

23

1
 

E



































100

010

001

2300

0230

0023

23

1
.  

5)Найдем произведение матриц ВС: 
































































3)3()1(211

31)1(513

31)1(012

3

1

1

321

153

102

BC  














































10

1

1

921

353

32

. 

6) Найдем сумму матриц В
T
 + E. 

Транспонируем матрицу В: 

В
T
 = 

















 311

250

132

;  

E = 
















100

010

001

, 

тогда 

В
T
 + E = 

















 211

260

133

.  
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Пример 2.2.  
 Даны матрицы: 

I = 






















313

526

413

; J = 






















123

353

914

; 

H = 












5

2

3

1

9

4
. 

Найти:  

1)  2I + 3J + 5E; 

2)  IJ – JI ; 

3)  HI; 

4) J
–1

. 
Решение 

1) 2I + 3J + E = 


































































500

050

005

123

353

914

3

313

526

413

2  


































































500

050

005

369

9159

27312

626

10412

826

 











































500

050

005

366296

910154912

27832126

 

































































843

163

19513

500

050

005

343

1113

19518

. 

2) IJ – JI = 













































123

353

914

313

526

413
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















































313

526

413

123

353

914

 



















































31)5(243)1)(1(22331)6(2)3(3

33)5(543)1(325333)6(5)3(3

39)5(144)1(921439)6(1)3(4

)1(331)9(323)5(13)3(331)4(3

)1(532)9(625)5(26)3(532)4(6

)1(431)9(324)5(13)3(43)4(3

 

.

81218

191615

74724

2533214624

466510263045

482670213

2526

461030

48721

331424

652645

2603

310121433129

9251231039309

2751692427612

33276539312

56541010615624

432785312312














































































































































 

3) HI = 

.
36824

2700

151536569151827

65162246612

35)5(349)1(523935)6(3)3(9

32)5(144)1(221432)6(1)3(4

313

526

413

539

214












































































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4) J
–1

. 

























123

353

914

J , тогда 

 существует 10det

798164)156(9)93()65(4

23

53
9

13

33

12

35
4det



















JJ

J

. 

 TVJ
J

J
det

11  . 

Найдем 


















333231

232221

131211

JJJ

JJJ

JJJ

J V , где ijJ это определитель 

матрицы, полученной вычеркиванием i-й строки и j-го столбца мат-

рицы J, и взятый со знаком «+», если число i + j – четное, и со зна-

ком «–» если i + j – нечетное. Найдем компоненты матрицы J
V

: 

165
12

35
11 




J ;   17)181(

12

91
21 




J ; 

 

6)93(
13

33
12 


J ; 23274

13

94
22 




J ; 

9156
23

53
13 




J ; 5)38(

23

14
23 




J ; 

 

42453
35

91
31 




J ; 

15)2712(
33

94
32 


J ; 

17320
53

14
33 




J .  

Составим  присоединенную матрицу: 
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 J
























171542

52317

961
V . 

Транспонируем ее: 

 
























1759

15236

42171
TVJ . 

Найдем обратную матрицу: 

























1759

15236

42171

79

11J . 

Проверка 















































 

1759

15236

42171

123

353

914

79

11JJ  


























17)15(2)42(351)23(2)17(3)9(1)6(2)1(3

173)15(5)42(353)23(5)17(3)9(3)6(5)1(3

17915)42(45923)17(4)9(9)6(1)1(4

79

1  


























1730126546519123

5175126151155127303

153151684523688164

79

1
 

E



































100

010

001

7900

0790

0079

79

1
. 

Матрица 
1J  найдена верно. 

  Ранг матрицы. 

Элементы, стоящие на пересечении выбранных k строк и k 

столбцов матрицы А размера  mn, образуют квадратную матрицу 

порядка k, определитель которой называется минором k-го порядка 

( }n,mmin{k  ). 
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Пусть матрица А ненулевая. Рангом матрицы А называется 

число r, удовлетворяющее следующим условиям: 

1) у матрицы А существует минор r-ого порядка, отличный 

от нуля; 

2) все миноры (r+1)-ого порядка и выше равны нулю.  

Обозначение: rangA=r. 

Отличный от нуля минор rМ , порядок которого равен рангу 

матрицы, называется  базисным минором. 

В матрице может быть несколько различных базисных мино-

ров, но все они имеют один и тот же порядок. Столбцы и строки , на 

пересечении которых расположен базисный минор называются ба-

зисными строками и столбцами. 

Способы нахождения ранга матрицы. 

1. Метод элементарных преобразований. 

Для нахождения базисного минора  и ранга матрицы приве-

дем матрицу А с помощью элементарных преобразований к ступен-

чатому виду:  

















































0

000

0

00000

00000

00000

0000

00

2

1

2

1



































kkr

k

k

a~

........................

.........

a~
а~

 

 Ранг ступенчатой матрицы равен числу ее ненулевых строк. 

Элементарные преобразования не меняют ранг матрицы. Следова-

тельно, ранг матрицы А равен числу ненулевых строк полученной 

ступенчатой матрицы. 

2. Метод окаймляющих миноров. 
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Выберем какой-нибудь отличный от нуля минор первого по-

рядка 1 и рассмотрим все миноры второго порядка, которые окайм-

ляют минор 1 , т. е. содержат его внутри себя. Если все эти миноры 

второго порядка равны нулю, то 1 - базисный минор и ранг матрицы 

равен 1. Если среди указанных миноров второго порядка есть отлич-

ный от нуля минор 2 , то  рассмотрим его окаймляющие миноры 

третьего порядка. Если все миноры третьего порядка, окаймляющие 

минор 2 равны нулю, то 2  - базисный минор и ранг матрицы ра-

вен 2. Если же среди указанных миноров третьего порядка суще-

ствует минор 3  не равный нулю, то рассматриваем окаймляющие 

его миноры четвертого порядка и так далее. Процесс продолжается 

до тех пор, пока не найдется отличный от нуля минор r порядка r, а 

все окаймляющие его миноры (r+1) порядка будут равны нулю. Та-

кой минор r  и есть базисный, а число r-ранг матрицы. 

Теорема о базисном миноре 

Базисные строки (базисные столбцы) линейно независимы. 

Любая строка (любой столбец) матрицы А являются линейной ком-

бинацией базисных строк (базисных столбцов). 

Теорема о ранге матрицы 

Ранг матрицы А равен максимальному числу линейно неза-

висимых строк (столбцов) в этой матрице. 

Пример 2.3.  Найти ранг матрицы: 

А = 























2222

2531

1322

1111

 

Решение 

1 способ  

Приведем матрицу А к ступенчатому виду: 
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А = 























2222

2531

1322

1111

 ~ 

Из второй строки вычтем первую, умноженную на 2; из тре-

тьей строки вычтем первую; из четвертой строки вычтем вторую. 

 



























1100

3420

1100

1111

 ~ поменяем вторую и третью строки ме-

стами: 



























1100

1100

3420

1111

~ к четвертой строке прибавим третью. 

























0000

1100

3420

1111

. 

Получили ступенчатую матрицу, в которой три ненулевые 

строки. Следовательно, ранг нашей матрицы равен трем. 

 rangA=3. 

Решение матричных уравнений 

1. Пусть дано уравнение вида: AX = B. 

Умножим обе части исходного уравнения слева на А
–1

: 

А
–1

AX = А
–1

B,  

тогда X = А
–1

B – решение данного уравнения. 

2. Дано уравнение вида: XA = B. 

Умножим обе части исходного уравнения справа на А
–1

: 

XAА
–1

 = BА
–1

, 
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тогда X = BА
–1

 – решение уравнения. 

3. Дано уравнение вида: AXB = C. 

Умножим обе части исходного уравнения справа на A
–1

: 

А
–1

AXB = А
–1

C; 

XB = А
–1

C, 

Умножим обе части полученного уравнения справа на B
–1

: 

XBB
–1

 = А
–1

CB
–1

, 

тогда X = А
–1

CB
–1

 – решение уравнения. 

Замечание: А и В – квадратные матрицы  и detA  0, detB  0.  
Пример 2.4.  

Даны матрицы: 

I = 






















313

526

413

; 

J = 






















123

353

914

; 

H = 












5

2

3

1

9

4
. 

Найти:  

1) Решить матричное уравнение IJX  ; 

2) Решить матричное уравнение  XJ = I. 
Решение 

1) Решить матричное уравнение: IJX  . 

Домножим слева на 1J : 

IJJXJ 11      IJX 1 ; 

Матрица 1J  была найдена в примере 1.2.2  

























1759

15236

42171

79

11J ; тогда  



182 














































 

313

526

413

1759

15236

42171

79

11IJX  


























317)5(54917259317)6(5)3(9

315)5(2346152236315)6(23)3(6

342)5(174422)17(1342)6(17)3(1

79

1  


























51253617109513027

4511524154664513818

126854423411261023

79

1
 
















































791079167948

7946793779111

79457977921

101648

4637111

45721

79

1
. 

6) Решить матричное уравнение XJ = I. 

Домножим справа на 
1J . 

11   IJXJJ ; 

Х = I
1J ; 
















































1759

15236

42171

79

1

313

526

413

X  


























31715)42(35323)17(33963

175215)42(655)23(2)17(6)9(5)6(2)1(6

17415)42(35423)17(3)9(463

79

1  


























5115126152351273

8530252254610245126

6815126202351363

79

1
 












































796079137924

7913779317939

7917979487939

601324

1373139

1794839

79

1
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2.2. Решение систем линейных уравнений 

Пусть задана система из m линейных уравнений с n неиз-

вестными: 

 



















mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

.................................................

...

...

2211

22222121

11212111

 (3) 

где xi – неизвестные, 

aij – коэффициенты при j-м неизвестном в i-м уравнении; 

bi – свободный член в i-м уравнении. 

В матричном виде это уравнение может быть записано: 

 AX = B, 

где 





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

...........

...

...

21

22221

11211

 – матрица системы (3); 



















nx

x

X 
1

 – столбец неизвестных; 



















mb

b

B 
1

 – столбец свободных членов. 

Матрицу вида 

 























mmnmm

n

n

b

b

b

aaa

aaa

aaa

A
2

1

21

22221

11211

...

..................

...

...

 (4) 

называют расширенной матрицей системы (3). 

Решением системы линейных уравнений (3) называется  упо-

рядоченный набор чисел (х1,...хn), при подстановке которых в систе-
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му вместо соответствующих неизвестных система обращается в ис-

тинное равенство. 

Решить систему линейных уравнений – значит найти все её 

решения. 

Система линейных уравнений может быть однородной (если 

все bi = 0) и неоднородной (если хотя бы один из bi  0). 

По количеству решений системы линейных уравнений делят-

ся на: 

 совместные (существует решение); 

 несовместные (нет решений). 

Совместные системы линейных уравнений делятся на: 

 определенные (имеет ровно одно  решение); 

 неопределенные (имеет более одного  решения). 

Системы линейных уравнений называются эквивалентными, 

если множества их решений совпадают. Элементарными преобразо-

ваниями системы (3) называются элементарные преобразования 

строк расширенной матрицы. Элементарные преобразования приво-

дят к эквивалентным системам. 

ТЕОРЕМА КРОНЕКЕРА – КАПЕЛЛИ 

Для того, что бы система была совместной, необходимо и до-

статочно, чтобы ранг расширенной матрицы A  был равен рангу 

матрицы А. 

 rang A  = rangA. 

Формулы Крамера 

Если у нас число уравнений и число неизвестных совпадают 

(m = n) и detA  0, то систему линейных уравнений АХ = В можно 

решить с помощью формул Крамера: 

 X = A
–1

B  xi =
Adet

Adet i , где   

Adet – определитель матрицы А; а iAdet  –определитель, получае-

мый из определителя Adet  путем замены i-го столбца на столбец 

свободных членов. 



185 

 Пример 2.5. Решить системы линейных уравнений с помощью 

формул Крамера: 

1) 








93

104

yx

yx
; 

2)















115

942

032

zyx

zyx

zyx

. 

 Решение:  

1) 








93

104

yx

yx
. 

Найдем определитель матрицы А: 

013121
13

41



Adet  , следовательно, система 

совместная определенная, найти ее решение можно с помощью фор-

мул Крамера. 

По формулам Крамера: x =
Adet

Adet 1 ; y =
Adet

Adet 2 , где Adet – 

определитель матрицы А; 1Adet  – определитель, получаемый из 

определителя Adet  путем замены 1-го столбца на столбец свобод-

ных членов; 2Adet  – определитель, получаемый из определителя 

Adet  путем замены 2-го столбца на столбец свободных членов. 

1Adet = 263610
19

410





; 

2Adet = 39309
93

101



. 

Тогда: 

2
13

26





x ; 3

13

39



y . 

Итак, 



















3

2

y

x
. 
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2)















115

942

032

zyx

zyx

zyx

.  

Найдем  определитель матрицы А: 

,

)()()(Adet

0161312

214534102

511

421

132












 

следовательно, система совместная определенная, найти ее решение 

можно с   помощью формул Крамера. 

По формулам Крамера: x =
Adet

Adet 1 ; y =
Adet

Adet 2 ; 
Adet

Adet
z 3 , 

где Adet – определитель матрицы А; iAdet  –определитель, получа-

емый из определителя Adet  путем замены i-го столбца на столбец 

свободных членов (i=1,2,3). 

 

1Adet = 16133229144453

5111

429

130









)()( ;

2Adet = 022911144452

5111

491

102





)()( ; 

3Adet =

3262691139222

1111

921

032





 )()(  

Тогда: 

1
16

16





x ; 0

16

0



y ; 2

16

32





z . 
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Итак, 


































2

0

1

z

y

x

. 

Метод последовательных исключений Жордана – Гаусса 

При помощи элементарных преобразований строк и переста-

новки столбцов расширенную матрицу (4) системы (3) можно приве-

сти к одному из следующих видов: 

1. 













































0

...

0

~

~
...

~

~

0...00...00

........................

0...0000

0...00...00

~...~1...00

........................

~...~0...10

~...~0...01

1

2

1

1

212

111

r

rrnrr

nr

nr

b

b

b

b

aa

aa

aa

, 

где 0
~

1 rb . 

В новой системе, эквивалентной системе (3), (r + 1)-е урав-

нение примет вид: 0
~~0...~0~0 121  rrn bxxx   система несов-

местна, т. е. не имеет решений . 

2. 























nb

b

b

~
...

~

~

1...00

...............

0...10

0...01

1

1

 –  

такой случай возможен, если m = n. 

Последняя матрица эквивалентна следующей системе линей-

ных уравнений: 
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

















,
~~

............

~~

~~

22

11

nn bx

bx

bx

 

т. е. система совместная определенная (имеет единственное реше-

ние). 

3. 













































0

...

0

0

~
...

~

~

0...00...00

........................

0...0000

0...00...00

~...~1...00

........................

~...~0...10

~...~0...01

2

1

1

212

111

rrnrr

nr

nr

b

b

b

aa

aa

aa

, 

все 0
~
ib  при i > r. 

Система совместная неопределенная, т. е. имеет множество 

решений. Тогда rxx ~...~
1  – базисные неизвестные; nr xx ~...~

1  – свобод-

ные неизвестные. 

Выразим базисные неизвестные через свободные: 

























.
~~~...~~

...................................................

~~~...~~~

~~~...~~~

11

221122

111111

rnrnrrrr

nnrr

nnrr

bxaxax

bxaxax

bxaxax

 

Тогда решение нашей системы: 
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





































,~
............

~
,

~~...~~

..................................................

,
~~...~~

,
~~...~~

11

11

221122

111111

rnn

r

rrnrnrrr

rnrr

rnnr

cx

cx

bcacax

bcacax

bcacax

 

где с1...сn–r  R. 

Однородные системы линейных уравнений 

Система уравнений называется однородной, если все свобод-

ные члены равны нулю:  



















0

0

0

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xa...xaxa

.................................................

xa...xaxa

xa...xaxa

 

Однородная система линейных уравнений всегда совместна, 

так как всегда имеет тривиальное решение (x1 = 0, x2 = 0, ...xn = 0). 

Любая совокупность из (n-r) линейно независимых решений одно-

родной ситемы образует базис в пространстве всех решений и назы-

вается фундаментальной системой решений (r=rang A). 

Общее решение неоднородной системы линейных уравнений 

состоит из  суммы частного решения неоднородной системы и фун-

даментальной системы решений соответствующей однородной си-

стемы. 

Пример 2.6. Решить следующие системы линейных уравнений: 

1) 





















;244

,112096

,58632

,34523

321

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx
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2) 





















;422

,82223

,3263

,1842

321

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

3) 














;42369

,33446

,24523

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

Решение 

1)Запишем расширенную матрицу системы: 























2

11

5

3

0414

20961

8632

4523

; поменяем первую и третью 

строки местами – 



















 

2

3

5

11

0414

4523

8632

20961

; из второй строки вычтем 

первую, умноженную на 2; из третьей строки вычтем первую, умно-

женную на 3; из 4 строки вычтем первую, умноженную на 4 – 



















 

46

36

27

11

8040250

6432200

4824150

20961

; разделим вторую строку на 3, 

третью – на 4 – 



















 

46

9

9

11

8040250

16850

16850

20961

; из третьей строки вычтем вто-

рую, из 4 строки вычтем 2, умноженную на пять – 
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

















 

1

0

9

11

0000

0000

16850

20961

. 

Последнее уравнение примет вид: 

1000 4321  xxxx . 

Следовательно, система несовместна, т. е. не имеет реше-

ний. 

2) 





















;422

,82223

,3263

,1842

321

4321

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Запишем расширенную матрицу системы, при этом i-му 

столбцу поставим  в соответствие переменную xi (i = 1...4): 



















 







4

8

3

1

0212

2223

2631

8412

4321 xxxx

; четвертый столбец переставим на 

первое место, при этом меняем местами переменные xi – 



















 







4

8

3

1

2120

2232

6312

4128

3214 xxxx

; поменяем первую и вторую стро-

ки местами – 
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

















 







4

8

3

1

2120

2232

4128

6312

3214 xxxx

; из второй строки вычтем первую, 

умноженную на 4, к третьей строке прибавим первую – 































0

3

13

3

2120

4140

281120

6312

3214 xxxx

; к третьей строке прибавим вто-

рую умноженную на 2, к четвертой строке прибавим вторую – 































0

3

13

3

2100

8300

281120

6312

3214 xxxx

; поменяем третью и четвертую 

строки местами – 































3

0

13

3

8300

2100

281120

3312

3214 xxxx

; из четвертой строки вычтем 

третью, умноженную на 3 – 































3

0

13

3

2000

2100

281120

6312

3214 xxxx

; из третьей строки вычтем чет-

вертую; ко второй строке прибавим четвертую, умноженную на 14; 

из первой строки вычтем четвертую умноженную на 3 – 
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



























3

3

29

6

2000

0100

01120

0312

3214 xxxx

; 

ко второй строке прибавим третью строку, умноженную на 11; из 

первой строки вычтем четвертую, умноженную на 3 – 





























3

3

4

3

2000

0100

0020

0012

3214 xxxx

; разделим вторую и четвертую стро-

ки на 2 – 



























2
3

3

2

6

1000

0100

0010

0012

3214 xxxx

; из первой строки вычтем вторую – 

























2
3

3

2

1

1000

0100

0010

0002

3214 xxxx

; разделим первую строку на 2 – 



























2
3

3

2

2

1

1000

0100

0010

0001

3214 xxxx

. 
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Данная система совместная, определенная, т. е. имеет един-

ственное решение. 

233,2,,21 3214  xxxx . 














































21

23

3

2

4

3

2

1

x

x

x

x

. 

Проверка 





















































































2

1
0)

2
3(2)3(122

2
12)

2
3(2)3(223

2
12)

2
3(6)3(321

2
18)

2
3(4)3(122

2
1

2
3

3

2

0212

2223

2631

8412

 





















































4

8

3

1

334

1366

1992

4634

. 

3) 














.42369

,33446

,24523

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

Запишем расширенную матрицу системы: 























4

3

2

2369

3446

4523

; из второй строки вычтем первую, 

умноженную на 2, из третьей строки вычтем первую, умноженную 

на 3 – 



























2

1

2

101200

5600

4523

; из третьей строки вычтем вто-

рую, умноженную на 2, при этом i-му столбцу поставим в соответ-

ствие переменные xi (i = 1...4) – 



195 





















0

1

2

0000

5600

4523

4321 xxxx

; поменяем второй и третий столб-

цы местами (при этом меняем x2 и x3 местами) 





















0

1

2

0000

5060

4253

4231 xxxx

; вторую строку разделим на (–6) – 















 

0

61

2

0000

65010

4253

4231 xxxx

; из первой строки вычтем вторую 

умноженную на 5 – 















 

0

61

67

0000

65010

61203

4231 xxxx

; первую строку разделим на 3 – 















 

0

61

187

0000

65010

1813201

4231 xxxx

. 

Система совместная, неопределенная. 

Переменные x1 и x3 – базисные, а x2 и x4 свободные. Выразим 

базисные переменные через свободные: 

.
6

5

6

1

;
18

1

3

2

18

7

43

421

xx

xxx





 

Следовательно: 
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





















,

,
6

5

6

1

,

,
18

1

3

2

18

7

24

23

12

211

cx

cx

cx

ccx

 

где с1, с2  R. 
























































































1
6

5

0
18

1

0

0

1
3

2

0

61

0

187

21

4

3

2

1

cc

x

x

x

x

.  

Пример 2.7. Решить системы линейных уравнений. 

1) 





















312649

93249

23356

5943

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

; 

2) 





















012649

03249

03256

0943

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

; 

3) 





















39523

12336

2349

91246

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

; 

4) 





















09523

02336

0349

01246

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

; 
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5) 














131227

35818

32349

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

6) 














031227

05818

02349

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

; 

7) 








352

2493

421

432

xxx

xxx
; 

8) 








052

0493

421

432

xxx

xxx
. 

Решение 

1)





















;312649

,93249

,23356

,5943

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Запишем расширенную матрицу системы. 

































3

9

2

5

12649

3249

3256

9413

; из второй строки вычтем 

первую, умноженную на 2; из третьей строки вычтем первую, умно-

женную на 3; к четвертой строке прибавим  третью – 





























6

24

12

5

15400

301070

15670

9413

; из третьей строки вычтем вто-

рую  – 
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



























6

12

12

5

15400

15400

15670

9413

; из четвертой строки вычтем тре-

тью - 































6

12

12

5

0000

15400

15670

9413

. 

Последняя строка равносильна следующему уравнению: 

60000 4321  xxxx . 

Следовательно, система несовместна, т. е. данная система 

решений не имеет. 

2)





















;012649

,03249

,03256

,0943

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Запишем расширенную матрицу системы: 

.

0

0

0

0

0000

15400

15670

9413

0

0

0

0

12649

3249

3256

9413

























































получено

 было примере

предыдущем в

 

Система совместная, неопределенная. 

x1, x2, x3 – базисные неизвестные; x4 – свободное. 

Выразим базисные неизвестные x1, x2, x3 через x4. 

Из третьей строки следует: 

434343
4

15
1540154 xxxxxx  . 

Из второй строки: 
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.
14

15

;
2

15
15

2

45
7

;15
2

45
7

;015)
4

15
(67

;01567

42

4442

442

442

432

xx

xxxx

xxx

xxx

xxx











 

Из первой строки: 0943 4321  xxxx ; 

;xxxxxxx

;xxxx

4444441

4441

14

69
6

14

15
915

14

15
3

09
4

15
4

14

15
3













 

41
14

23
xx  . 

Пусть x4 = с, тогда 
























.
4

15
14

15
14

23

4

3

2

1

cx

cx

cx

cx

 





















































1
4

15
14

15
14

23

4

3

2

1

c

x

x

x

x

x . 

3) 





















.xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

39523

12336

2349

91246

4321

4321

4321

4321
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Запишем расширенную матрицу системы. 





























3

1

2

9

9523

2336

3419

11246

; четвертую и первую строки поме-

няем местами – 





























9

1

2

3

11246

2336

3419

9523

; ко второй строке прибавим 

первую, умноженную на 3; к третьей прибавим первую, умножен-

ную на 2, из четвертой вычтем первую умноженную на 2 – 



































15

5

7

3

17200

201370

241170

9523

; из третьей строки вычтем вторую – 

































15

2

7

3

17200

4200

241170

9523

; из четвертой строки вычтем тре-

тью; 

третью строку разделим на (-2) – 

































13

1

7

3

13000

2100

241170

9523

. 

Система совместная, определенная, то есть имеет единствен-

ное решение. 

Получим следующую систему: 



201 























1313

12

724117

39523

4

43

432

4321

x

xx

xxx

xxxx





















1

12

724117

39523

4

43

432

4321

х

хх

ххх

хххх

 























1

1112

71241117

3191523

4

3

2

21

х

)(х

)(х

)(хх























1

1

4

11142
3

1

4

3

2

1

х

х

х

)(х

 

 

 















































1

1

4

1

4

3

2

1

x

x

x

x

x . 

Проверка: 





























9523

2336

3419

11246





















1

1

4

1

=





















































3

1

2

9

9583

23126

3449

112166

 

 

4) 


















.09523

02336

0349

01246

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Запишем расширенную матрицу системы: 





























0

0

0

0

9523

2336

3419

11246
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В предыдущем примере было получено:  





























0

0

0

0

9523

2336

3419

11246

   ~  




























0

0

0

0

13000

4200

241170

9523

. 

Система совместная, определенная 

0).0,(0,

решениеоеединственн

имеетСистема













































.x

x

x

x

x

xx

xxx

xxxx

0

0

0

0

013

02

024117

09523

4

3

2

1

4

43

432

4321

5) 














131227

35818

32349

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

Запишем расширенную матрицу системы: 















 







1

3

3

311227

51818

2349

; из второй строки вычтем 

первую, умноженную на 2; к третьей строке прибавим первую, 

умноженную на 3 – 



























8

9

3

9800

9700

2349

; к третьей строке прибавим вторую – 























1

9

3

0100

9700

2349

; поменяем третий и четвертый столб-

цы местами, при этом меняем неизвестные x4  и x3 местами – 
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



























1

9

3

1000

7900

3249

3421 xxxx

. 

Система совместная, неопределенная. В качестве базисного 

минора можем взять минор, стоящий на пересечении второго, треть-

его и четвертого столбцов и первой, второй и третьей строки.  

Тогда 432 x,x,x базисные неизвестные; 1x свободное неизвест-

ное. 

Выразим базисные неизвестные через 1x : 















1

979

33249

4

43

4321

x

xx

xxxx
















1

97979

33294

4

43

4312

x

xx

xxxx

 































1

9

16

313
9

16
294

4

3

12

x

x

)(xx























1

9

16

4

9

12

19

4

3

12

x

x

xx

 

Пусть Rc,cx 1 , тогда 























1

9

16

4

9

12

19

4

3

2

1

x

x

cx

cx
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Rcc

x

x

x

x

x 










































































 ,

4

3

2

1

0

0

49

1

1

916

1219

0

/

/

/
. 

6) 














031227

05818

02349

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

 Общее решение неоднородной системы линейных уравнений 

состоит из частного решения неоднородной системы и фундамен-

тальной системы решений соответствующей однородной системы 

уравнений. Фундаментальная система решений нашей однородной 

системы была найдена в предыдущей задаче. 

Rc

x

x

x

x

x 



















 























 ,

0

0

9/4-
c

4

3

2

1 1

. 

7)








.352

2493

421

432

xxx

xxx
 

Запишем расширенную матрицу системы: 








 

3

2

5021

4930
; поменяем строки местами – 










 2

3

4930

5021
; разделим первую строку на (–3) – 











 32

3

34310

5021
; из первой строки вычтем вторую, 

умноженную на 2 – 











 32

313

34310

323601
. 

Система совместная, неопределенная; 2 и xx1  – базисные не-

известные; 43 , xx  – свободные. 

Выразим базисные неизвестные через свободные: 
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












3

2

3

4
3

3

13

3

23
6

432

431

xxx

xxx













.
3

2

3

4
3

3

13

3

23
6

432

431

xxx

xxx

 

Пусть Rcccxcx  212413 ,;;  где , тогда 























.

3

2

3

4
3

3

13

3

23
6

24

13

212

211

cx

cx

ccx

ccx

 

Rссcc

x

x

x

x

x 
























































































 2121

4

3

2

1

 , ,

1

0

34

323

0

1

3

6

0

0

32

313

. 

8) 








.052

0493

421

432

xxx

xxx
 

Общее решение неоднородной системы линейных уравнений 

состоит из частного решения неоднородной системы и фундамен-

тальной системы решений соответствующей однородной системы 

уравнений. Фундаментальная система решений нашей однородной 

системы была найдена в предыдущей задаче. 

Rcccc

x

x

x

x

x 

































































 2121

4

3

2

1

,,

1

0

34

323

0

1

3

6

. 

2.3. Линейное (векторное) пространство 

Непустое множество V элементов x , y  произвольной приро-

ды называется линейным (векторным) пространством, если в нем 

определены две операции (сложения и умножения на число): 
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1. Для Vyx  ,  определен элемент Vyx  , называемый 

суммой. 

2. Для Vx  и R  определен элемент Vx , называ-

емый произведением элемента х на число . 

Указанные операции подчиняются следующим аксиомам, 

называемым аксиомами линейного пространства: 

 Vzyx  ,,  и R ,  

1) xyyx   (коммутативность сложения); 

2) )()( zyxzyx   (ассоциативность сложения); 

3) xoxVo  : ; 

4) Vx  :)( Vx   oxx  )( ; 

5)   )( xx   (ассоциативность умножения); 

6)   xxx   (дистрибутивность умножения); 

7) yxyx  )( ; 

8) xx 1 . 

Элементы линейного пространства называются векторами. 

Примеры векторных пространств: 

1) множество геометрических векторов R2
, заданных на 

плоскости, для которых операции сложения векторов и умножения 

их на число определены ранее; 

2) множество геометрических векторов R3
, заданных в про-

странстве, для которых операции сложения векторов и умножения 

их на число определены ранее; 

3) множество упорядоченных наборов из n чисел Rn
, или 

пространство строк длины n, где операции сложения векторов и 

умножения их на число определяются следующим образом: 

  nn yxyxyx  ,...,11 ; 

  nxxx  ...1 , 

где ),...,( 1 nxxx  ; ),...,( 1 nyyy  ; 

4) множество Мmn всех матриц размера mn, для которых  

ранее операции сложения матриц и умножения матриц на число 

определены ранее; 
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5) множество ],[ baC  всех функций, непрерывных на отрезке 

[a, b], с естественным образом введенными операциями сложения 

функций и умножения их на число. 

Система векторов  
n

xx ...,1  линейного пространства V назы-

вается линейно зависимой, если существуют числа 1, …n , не рав-

ные одновременно нулю  0... 22
2

2
1  n , такие что 

 0...2211  nn xxx . 

В противном случае система векторов линейно независима. 

Базисом B линейного пространства V называется упорядо-

ченная линейно независимая система векторов  neee ...,, 21  из этого 

пространства, таких, что любой вектор Vx  может быть един-

ственным образом представлен в виде линейной комбинации базис-

ных векторов: 

 nnexexexx  ...2211 . (5) 

Выражение (5) называют разложением вектора x  по базису 

B =  neee ...,, 21 , а числа х1, х2,…хn – координатами вектора x  в ба-

зисе B. 

В пространстве V может быть задано несколько базисов, но 

все базисы пространства V состоят из одинакового числа векторов. 

Если базис пространства V состоит из n векторов, то говорят, что 

пространство n-мерно (обозначают V
n
). 

Пусть в пространстве V
n
 задано два базиса B =  neee ..., 21  и 

B   =  neee  ..., 21 . Каждый из векторов neee  ..., 21  базиса B   мож-

но разложить по базису B: 

 

,...

..............................................

,...

,...

22211

22221122

12211111

nnnnn

nn

nn

etetete

etetete

etetete






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Тогда матрица  























nnnn

n

n

ttt

ttt

ttt

T

...

............

...

...

21

22221

11211

BB
 – матрица перехода  

от базиса B к базису B  , j-й столбец этой матрицы есть столбец ко- 

ординат вектора je  в базисе B. 

Для нахождения координат вектора x  в базисе B   использу-

ется формула преобразования координат при преобразовании базиса: 

 XTX 1




BB
, 

где 



















/

/
1

...

nx

x

X  – координаты вектора x  в базисе B  ; 



















nx

x

X ...

1

 – координаты вектора x  в базисе B. 

Пример 2.8. Заданы два базиса в пространстве R3
: B =  31 ,,

2
eee  и 

B   =  31 ,,
2
eee  , причем 3211 2 eeee  ; 

3212 332 eeee  ; 3213 3 eeee  ; а также 

x  = (1, 2, 3) – координаты вектора x  в базисе B. 

Найти разложение вектора x  по базису B  . 

Решение 

Запишем матрицу перехода от базиса B к базису B  . Для 

этого запишем координаты векторов 321 ,, eee   в соответствующие 

столбцы матрицы 
BB 

T  

BB 
T  = 

















131

132

321

. 
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Найдем обратную матрицу: 

TV )(
det

11 T
T

T

BB
BB




  


131

132

321

BB
Tdet 792363122  )()( . 

Так как определитель не равен 0, обратная матрица суще-

ствует. Найдем компоненты присоединенной матрицы: 

.1
32

21
;5

12

31
;7

13

32

;1
31

21
;2

11

31
;7

13

32

;3
31

32
;1

11

12
;0

13

13

333231

232221

131211







TTT

TTT

TTT

 

Составим присоединенную матрицу: 

























157

127

310
VT ; 

транспонируем ее 

 
























113

521

770
TVT ; 

тогда обратная матрица  


























113

521

770

7

11

BB
T . 

Проверка 











































113

521

770

131

132

321

7

11TT  
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
























)1(153)7(1)1(1)2(37113)1(301

)1(153)7(2)1(1)2(37213)1(302

)1(352)7(1)1(3)2(27133)1(201

7

1
 

E


























































100

010

001

700

070

007

7

1

115716733

11514161433

310734792

7

1
. 

Найдем координаты вектора x  в базисе B  : 

 x  = (1, 2, 3) – координаты вектора x  в базисе B, запишем 

столбец: 



















3

2

1

X ; 

XTX 1




BB
 – формула для нахождения координат векто-

ра x  в новом базисе, 

где 
























3

2

1

x

x

x

X  – координаты вектора x  в базисе B  ; 
























3

2

1

x

x

x





















3

2

1
1

BB
T  

































































312113

352211

372710

7

1

3

2

1

113

521

770

7

1
 









































































7

2
7

10
1

2

10

7

7

1

323

1541

2114

7

1
. 











7

2
,

7

10
1,x  – координаты вектора x  в базисе B  . 
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2.4. Евклидово пространство 

Действительное линейное пространство Е называется евкли-

довым, если каждой паре векторов x  и y  из этого пространства по-

ставлено в соответствие действительное число, обозначаемое ( x , y ) 

и называемое скалярным произведением векторов x , y ; причем для 

Ezyx  ,,  и для R  выполнены следующие свойства: 

1)    xyyx ,,  ; 

2)      zyzxzyx ,,,  ; 

3)    yxyx ,,  ; 

4) 0),( xx  причем 00),(  xxx . 

Длиной вектора x  называется число  xxx , . 

Векторы  x  и y  называются ортогональными, если их ска-

лярное произведение равно нулю.  

НЕРАВЕНСТВО КОШИ – БУНЯКОВСКОГО 

Для любых элементов x  и y  евклидова пространства спра-

ведливо неравенство: 

    yyxxyx ,,,
2

 . 

НЕРАВЕНСТВО МИНКОВСКОГО 

Для любых элементов x  и y  евклидова пространства спра-

ведливо неравенство: 

yxyx  . 
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Процесс ортогонализации Шмидта 

Базис B =  neee ...,, 21  называется ортонормированным, если 

 









.,0

,,1
,

ji

ji
ee ji  

В любом n-мерном евклидовом пространстве Е
n
 существует 

ортонормированный базис. Пусть  nff ...,1  – произвольный базис 

n-мерного евклидова пространства Е
n
. 

Тогда существует ортогональный базис  ngg ...,1  простран-

ства Е
n
 такой, что векторы базиса  ngg ...,1  линейно выражаются 

через векторы  nff ...,1 : 

11 fg  ; 

 
1

11

12
22

)(
g

gg

gf
fg  ; 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

 
  i

k

i ii

ik
kk g

gg

gf
fg 






1

1 ,

,
, k = 2, …n. 

Возьмем 

i

i
i

g

g
e  , тогда  neee ...,, 21  – ортонормированный 

базис пространства Е
n
. 

Пример 2.9. Применяя процесс ортогонализации к системе векто-

ров 1f (1, 1, 0); 2f (3, –1, 1); 3f (4, 0, –1), построить 

ортонормированный базис в R3
. 

Решение 

1)Проверим, что векторы 1f (1, 1, 0); 2f (3, –1, 1);  

3f (4, 0, –1), образуют базис в пространстве 
3 . Для этого вычис-

лим определитель, столбцами которого являются координаты дан-

ных векторов: 08)31(1)40(1

110

011

431





 . 
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Следовательно, данные векторы образуют базис. 

1) Найдем ортогональный базис: 

Пусть 11 fg  ; 

Координаты вектора  )0,1,1(1g . 

Вектор 2g  будем искать в виде линейной комбинации век-

торов 2f  и 11 fg  : 

1

11

12
22

),(

),(
g

gg

gf
fg  . 

Найдем скалярные произведения:  

  213011)1(13, 12 gf ; 

  2001111, 11 gg . 

Найдем координаты вектора 2g : 

)1,2,2()01,11,13(
2

2
12122  gfgfg . 

Вектор 3g  будем искать в виде линейной комбинации векто-

ров 

ров 2f , 1g  и 2g : 

2

22

23
1

11

13
33

),(

),(

),(

),(
g

gg

gf
g

gg

gf
fg  . 

Найдем скалярные произведения: 

4)1(01014),( 13 gf ; 

  7181)1()2(024, 23 gf ; 

2),( 11 gg ; 

9144),( 22 gg . 

Найдем координаты вектора 3g : 

 

 2132133
9

7
2

9

7

2

4
ggfggfg  

 )1
9

7
021),2(

9

7
120,2

9

7
124(  
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









9

16
;

9

4
;

9

4
. 

Проверка 

Проверим, что векторы );0,1,1(1g  );1,2,2(2 g  











9

16
,

9

4
,

9

4
3g  ортогональны, для этого найдем скалярные произ-

ведения:  

0)2(121),( 21 gg ; 

0)
9

16
(01

9

4
1

9

4
),( 31 gg ; 

0
9

16

9

8

9

8
)

9
16(1)

9

4
(2

9

4
2),( 32 gg . 

Следовательно, векторы 321 ,, ggg  ортогональны. 

2) Ортонормируем векторы 321 ,, ggg . 

.
3

24

9

212

81

288

81

256

81

16

81

16
  );

9

16
,

9

4
,

9

4
(

;3144   ; (2,-2,1)

;211  ;)0,1,1(

33

22

11







gg

gg

gg

 

Тогда ортонормированные векторы: 

.
249

316
,

249

34
,

249

34

;

;

3

3
3

2

2
2

1

1
1



























































3

22
,

6

2
,

6

2

3

1
,

3

2
,

3

2

,0
2

1
,

2

1

g

g
e

g

g
e

g

g
e

 

Векторы  321 ,, eee  образуют ортонормированный базис. 
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2.5. Линейные операторы 

Линейным оператором Â в линейном пространстве V называ-

ется любое отображение Â: VV пространства V в себя, обладающее 

следующими свойствами: 

 Â( x ) = Âx; 

 Â( x + y ) = Âx + Ây. 

Если Â – линейный оператор в конечномерном пространстве 

V
n
 и B =  nee ...,1  – базис пространства V

n
, то 

 Â ...nkeaeaeae nnkkkk 1;...2211    . 

Тогда матрица А = 
















nnnn

n

aaa

aaa

...

............

...

21

11211

 – называется матри-

цей оператора Â в базисе B. Столбцами этой матрицы являются ко-

ординаты образов базисных векторов при действии линейного опе-

ратора. 

Формула преобразования матрицы линейного оператора при 

преобразовании базиса: 

 А = 1

BB
T A 

BB 
T , 

где 
BB 

T  – матрица перехода от базиса B к базису B  ; 

А – матрица линейного оператора в базисе B  ; 
А – матрица линейного оператора в базисе B. 

Пример 2.10. Дана матрица А линейного оператора в базисе 

B =  321 ,, eee , А = 


















352

103

021

. 

Найти матрицу А этого оператора в базисе 

B =  ',',' 321 eee , где 

321132123211 3';332';2' eeeeeeeeeeee  . 
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Решение 

Запишем матрицу перехода от базиса B к базису B  :  

BB 
T  = 

















131

132

321

. 

В примере 2.8 мы нашли обратную матрицу к матрице 

BB 
T  

1

BB
T  = 























113

521

770

7

1
, 

тогда по формуле преобразования матрицы линейного оператора при 

преобразовании базиса найдем матрицу А   

А = 1

BB
T A

BB 
T = 

=






















113

521

770

7

1



















352

103

021

















131

132

321

= 

=























31)1(103510123213113

35)1(201550221253211

37)1(700570720273710

7

1

















131

132

321

= 

=






















3156233

1522521061

217351421

7

1

















131

132

321

= 

=




















212

17233

28357

7

1

















131

132

321

= 

=






















2132323122122112

1723333173232311722313

2835373283352712823517

7

1
= 
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=




















772

4912666

4217591

7

1
=




























11
7

2

718
7

66
62513

= А. 

2.6. Собственные числа и собственные векторы 
линейного оператора 

Пусть Â: VV. Число  называется собственным значением 

линейного оператора Â, если существует такой ненулевой век-

тор Vx , что Â x  =  x . При этом x  называется собственным век-

тором линейного оператора Â, соответствующим собственному зна-

чению . 

Пусть А – матрица линейного оператора в базисе B про-

странства V
n
. Тогда  – собственное значение линейного оператора 

тогда и только тогда, когда  – корень уравнения det(A – Е) = 0. Это 

уравнение называется характеристическим и записывается в виде: 

 0

...

............

...

...

21

22221

11211









nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

. 

Собственный вектор, отвечающий собственному значению , 

можно найти, решив однородную систему линейных уравнений, за-

писанную в виде: 

 (А – Е) Х = 0 , 

где Х = 
















nx

x


1

 – координаты вектора x  в базисе B;  
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0  = 





















0

0

0

 ; 

или в виде: 

 

 

 

 

















.0...

.......................................................

,0...

,0...

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

 

В случае, когда все собственные значения 1…n различны, 

то отвечающие им собственные векторы образуют базис. Матрица 

линейного оператора в базисе из собственных векторов будет диаго-

нальной, причем на диагонали будут стоять соответствующие соб-

ственные числа: 

 Â = 



























n...00

............

0...0

0...0

2

1

. 

Пусть Â – линейный оператор, действующий в евклидовом 

пространстве Е. Линейный оператор Â
*
 называется сопряженным 

линейному оператору Â, если для любых векторов Vyx ,  выполня-

ется равенство (Â yx, ) = ( x , Â
*
y ). 

 Линейный оператор Â
*
 называется самосопряженным, если 

для любых векторов Vyx ,  выполняется равенство 

(Â yx, ) = ( x , Â y ), т. е. если  Â
*
=  Â. Самосопряженный линейный 

оператор в любом ортонормированном базисе имеет симметричную 

матрицу, т. е. А
T
 = А. 

Все собственные значения самосопряженного линейного 

оператора вещественны, а собственные векторы, отвечающие раз-

личным собственным значениям ортогональны. 

Для любого самосопряженного оператора Â существует ор-

тонормированный базис из собственных векторов, причем в этом 

базисе его матрица диагональная и на диагонали стоят соответству-

ющие собственные значения. 
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Пример 2.11. Дана матрица А линейного самосопряженного опера-

тора в ортонормированном базисе, 

 А = 






















891

981

110

. 

Найти собственные векторы и собственные значения линей-

ного оператора, а так же матрицу линейного оператора в базисе из 

собственных векторов. 

Решение 

1) Найдем собственные значения. Для этого составим харак-

теристическое уравнение 

det(A – Е) = 







891

981

110

 = 

=
91

81
1

81

91
1

89

98














  = 

=        08998818
2

 ; 

  01717811664 2  ; 

03421716 23  ; 

0341916 23  . 

Первый корень находим подбором среди чисел 1, 2, 17, 

34, являющихся делителями числа 34. 

Легко убедится, что  = 2 – корень этого уравнения. 

Разделим  многочлен  341916 23   на  – 2: 

0                        

3417                

3417_              

3618       

341918_     

1718

2

2

341916

2

2

223

23


















 

Тогда 
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341916 23   = ( – 2)(
2
 + 18 + 17) = 0; 

 = 2 или 
2
 + 18 + 17 = 0; 

  = –17;  = –1; 

1 = 2, 2 = –1, 3 = –17 – собственные значения. 

Найдем соответствующие им собственные векторы: для это-

го решим следующие однородные системы линейных уравнений 

1) 1 = 2 
























































0

0

0

2891

9281

1120

3

2

1

x

x

x

; 























0

0

0

1091

9101

112

; поменяем первую и вторую строки ме-

стами – 























0

0

0

1091

112

9101

; ко второй строке прибавим первую, 

умноженную на 2; к третьей строке прибавим первую строку – 























0

0

0

19190

19190

9101

; разделим вторую и третью строки на (–19) – 















 

0

0

0

110

110

9101

; из третьей строки вычтем вторую – 















 

0

0

0

000

110

9101

; к первой строке прибавим вторую, умно-

женную на 10 – 

















0

0

0

000

110

101

. 
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x1; x2 – базисные неизвестные; х3 – свободное неизвестное. 









0

0

32

31

xx

xx










32

31

xx

xx
















Cx

Cx

Cx

3

2

1







































1

1

1

3

2

1

C

x

x

x

. 

Собственный вектор определяется с точностью до числового 

множителя, поэтому зададим С = 1. 























1

1

1

1x  – собственный вектор, отвечающий собственному 

значению  = 2. 

2) 2 = –1 
























































0

0

0

1891

9181

1110

3

2

1

x

x

x

. 























0

0

0

791

971

111

; из второй строки вычтем первую; к треть-

ей строке прибавим первую – 























0

0

0

880

880

111

; из третьей строки вычтем вторую – 





















0

0

0

000

880

111

; разделим вторую строку на (–8) – 















 

0

0

0

000

110

111

; из первой строки вычтем вторую – 















 

0

0

0

000

110

201

. 

x1; x2 – базисные неизвестные. х3 – свободное неизвестное. 
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







0

02

32

31

xx

xx










32

31 2

xx

xx
















Cx

Cx

Cx

3

2

1 2



































1

1

2

3

2

1

C

x

x

x

 

Собственный вектор определяется с точностью до числового 

множителя, поэтому зададим С = 1. 



















1

1

2

2x  – собственный вектор, отвечающий собственному 

значению  = –1. 

3) 3 = –17. 
























































0

0

0

17891

91781

1117

3

2

1

x

x

x

. 























0

0

0

991

991

1117

; поменяем первую и вторую строки места-

ми – 























0

0

0

991

1117

991

; из второй строки вычтем первую, умно-

женную на 17, к третьей строке прибавим первую – 





















0

0

0

000

1521520

991

; разделим вторую строку на (–152) – 





















0

0

0

000

110

991

; из первой строки вычтем вторую, умножен-

ную на 9 – 



















0

0

0

000

110

001

. 
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x1; x2 – базисные неизвестные; х3 – свободное неизвестное. 









0

0

32

1

xx

x










32

1 0

xx

x
















Cx

Cx

x

3

2

1 0



































1

1

0

3

2

1

C

x

x

x

. 

Собственный вектор определяется с точностью до числового 

множителя, поэтому зададим С = 1. 



















1

1

0

3x  – собственный вектор, отвечающий собственному 

значению  = –17. 

Итак, 1 = 2, 






















1

1

1

1x ; 

 2 = –1, 


















1

1

2

2x ; 

 3 = –17, 


















1

1

0

3x . 

Проверка 

а) 1 = 2, 






















1

1

1

1x . 

А 1x  =  1x , 











































1

1

1

891

981

110

 = 






















18)1(9)1(1

19)1(8)1(1

11)1(1)1(0

 = 




















2

2

2

 = 2 1x . 

2) 2 = –1, 


















1

1

2

2x . 
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






































1

1

2

891

981

110

 = 






















18)1(921

19)1(821

11)1(120

 = 




















1

1

2

 = – 2x . 

3) 3 = –17, 


















1

1

0

3x . 







































1

1

0

891

981

110

 = 






















89

98

11

 = 




















17

17

0

 = –17 3x . 

Проверим ортогональность собственных векторов 

 21, xx  = 2(–1) – 1(–1) + 11 = 0; 

 32 , xx  = 20 + 1(–1) + 11 = 0; 

 31, xx  = –10 + 1(–1) + 11 = 0. 

2) Пусть B =  321 ,, xxx  – ортогональный базис, тогда 

BB 
T  = 





















111

111

021

 – матрица перехода к базису из 

собственных векторов. 

Найдем матрицу линейного оператора А в базисе B   из соб-

ственных векторов. 

Оператор самосопряженный, следовательно, его матрица в 

базисе из собственных векторов должна быть диагональной и по 

диагонали должны стоять соответствующие собственные значения: 

А = 




















1700

010

002

 

Проверим 

BBBB 
  ATTA 1  

Найдем 1

BB
T : 
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det
BB 

T  = 

111

111

021





 = –1(–1 – 1) – 2(–1 – 1) = 6; 

Т11 = 
11

11
 = –2; Т12 = –

11

11
 = 2; Т13 = 

11

11 
 = 0; 

Т21 = –
11

02
 = –2; Т22 = 

11

01
 = –1; Т23 = –

11

21
 = 3; 

Т31 = 
11

02


 = 2; Т32 = –

11

01




 = 1; Т33 = 

11

21




 = 3. 

1

BB
T  = 





















330

112

222

6

1
. 

A = 






























































111

111

021

891

981

110

330

112

222

6

1
 = 

= 










































111

111

021

2427272433

89298211

161821816222

6

1
 = 

=










































111

111

021

51510

112

444

6

1
= 

= 






















515151515151

11114112

44448444

6

1
 = 





















1700

010

002

. 
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Получим, что матрица А в базисе B из собственных векторов 

действительно диагональная. 
Пример 2.12.   
Найти собственные значения и собственные векторы линейно-

го оператора А, а также матрицу линейного оператора в базисе 

из собственных векторов. 





















950

590

001

A . 

Решение 

1) Найдем собственные значения. Для этого составим харак-

теристическое уравнение. 

0

950

590

001

)det( 







 EA ; 

Разложим по первой строке: 

0
95

59
)1( 




 ; 

0)25)9)((1( 2  ; 

01   или 025)9( 2  ; 

1 . ;25)9( 2   

 ;59    

 4,59   или 14,59  . 

14λ4,λ1,λ 321   – собственные значения линейного 

оператора. 

2) Найдем соответствующие им собственные векторы. Для 

этого решим следующие однородные системы линейных уравнений. 






















































0

0

0

950

590

001

3

2

1

x

x

x

. 

а)   = 1. 
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


















0

0

0

850

580

000

; поменяем первую и третью строки местами 

– 





















0

0

0

000

580

850

;  ко второй строке прибавим первую– 















 

0

0

0

000

330

850

; разделим  вторую строку на 3 – 















 

0

0

0

000

110

850

; поменяем первую и вторую строки местами 

– 



















0

0

0

000

850

110

;  ко второй строке прибавим первую, умно-

женную на 5 – 

















0

0

0

000

1300

110

; разделим вторую строку на 13- 

















0

0

0

000

100

110

; из первой строки вычтем вторую-

















0

0

0

000

100

010

 

23 , xx  – базисные неизвестные, 1x  – свободное неизвестное. 

Выразим базисные неизвестные через свободное  неизвест-

ноеx1: 
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












0

0

3

2

1

x

x

cx

  















0

0

1

1 cx . 

Собственные векторы определяются с точностью до число-

вого множителя, поэтому возьмем с = 1. 
















0

0

1

1x  – собственный вектор, отвечающий собственному 

значению  = 1. 

б)  = 4. 

.

0

0

0

000

110

001

0

0

0

000

550

003

0

0

0

550

550

003

0

0

0

4950

5490

0041
















































































5 на разделим вторую

3);( на разделим

строку  первую

вторую

прибавим

строке  третьейк

 

21, xx базисные неизвестные, 3x свободное неизвестное. 

Выразим базисные неизвестные через свободное x3. 









0

0

32

1

xx

x
 

Пусть cx 3 , тогда 














cx

cx

x

3

2

1 0

  















1

1

0

2 cx . 

Возьмем с = 1  















1

1

0

2x  – собственный вектор, отвечаю-

щий собственному значению  = 4. 

б)  = 14. 












































0

0

0

550

550

0013

0

0

0

14950

51490

00141

= 



229 

= .

0

0

0

000

110

001






















5)( на разделимстроку  вторую

вторую вычтем строки  третьейиз

13)( на разделимстроку  первую

 

21, xx базисные неизвестные, 3x свободное неизвестное. 

Выразим базисные неизвестные через свободное 3x . 









.0

0

32

1

xx

x
 

Пусть cx 3 , тогда 














cx

cx

x

3

2

1 0

 .

1

1

0

3

















 cx  

Возьмем с = 1  















1

1

0

3x  – собственный вектор, отвеча-

ющий собственному значению  = 14. 

Итак, 





















































1

1

0

 14,λ;

1

1

0

 4,λ;

0

0

1

 1,λ λ33λ22λ11 xxx . 

Проверка 

а)  = 1; 


















0

0

1

1x . 

xxA  
11   xxA ; подставим значения А и 

1x  

1

0

0

1

0

0

1

950

590

001





















































 x . 

б)  = 4; 


















1

1

0

2x . 
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22 4   xxA , подставим значения А и 2x : 

24

1

1

0

4

4

4

0

95

59

0

1

1

0

950

590

001





















































































 x  

в)  = 14; 


















1

1

0

3x . 

33 14   xxA , подставим значения А и 3x : 

314

1

1

0

14

14

14

0

95

159

0

1

1

0

950

590

001






















































































 x . 

3) Проверим ортогональность собственных векторов. 

.011)1(100),(

.010)1(001),(

.0101001),(

23

31

21













xx

xx

xx

 

Пусть },{ 3,21  xxxB  – ортогональный базис. 

Найдем матрицу линейного оператора в этом базисе. Так как 

оператор самосопряженный, то его матрица в базисе из собственных 

векторов должна быть диагональной и на диагонали должны стоять 

соответствующие собственные значения. 



















1400

040

001

A . 

Проверим это: 

 
BBBB 

  ATTA 1 формула преобразования матрицы ли-

нейного оператора при переходе к другому базису. 

Запишем матрицу перехода от базиса B к базису B  . 





















.32

32

1

2

2

1

eex

eex

ex
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Столбцами матрицы 
BB 

T  являются соответствующие ко-

эффициенты базисных векторов 




















110

110

001

BB
T . 

Найдем 1

BB
T : 

02)11(1
11

11
1

110

110

001

det 1 




BB
T . 

 TVT
T

T

BB
BB






det

11 . 

Найдем компоненты матрицы  T
V

. 

2
11

11
11 


T ; 0

11

00
21 T ; 0

11

00
31 


T ; 

0
10

10
12 




T ; 1

10

01
22 T ; 1

10

01
32 


T ; 

0
10

10
13 T ; 1

10

01
23 T ; 1

10

01
33 T . 



















110

110

002
VT ;  





















110

110

002
TVT . 






















110

110

002

2

11

BB
T , тогда 


























































110

110

001

950

590

001

110

110

002

2

1
A  
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





































110

110

001

95590

95590

002

2

1
 


























































141414140

44440

002

2

1

110

110

001

14140

440

002

2

1
 




































1400

040

001

2800

080

002

2

1
. 

Получили, что матрица линейного самосопряженного опера-

тора в базисе из собственных векторов действительно диагональная 

и на диагонали стоят собственные значения. 



















1400

040

001

A . 

 = 1, 


















0

0

1

λ1x ;  = 4, 


















1

1

0

λ2x ;   =14, 


















1

1

0

λ3x . 

2.7.  Билинейные и квадратичные формы. 

Пусть V – вещественное линейное пространство размерности 

n. Числовая функция )y,x(B двух векторных аргументов y,x V   

( )x,x,x(x n21  и )y,y,y(y n21 ) называется билинейной 

формой, если для любых векторов z,y,x V  и для любого дей-

ствительного числа    выполнены следующие условия: 

1) )z ,y(B)z,x(B)z,yx(B  ; 

2) )z ,x(B)y,x(B)zy,x(B  ; 

3) )y,x(B)y,x(B   ; 

4) )y,x(B)y,x(B   . 

То есть билинейная форма линейна по каждому из своих  аргумен-

тов.  
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Билинейная форма называется симметрической, если для 

любых элементов y,x V  выполнено равенство: 

)x,y(B)y,x(B  . 

Пусть в линейном пространстве V  задан некоторый базис 

B =  neee ...,, 21 , тогда любую билинейную форму можно записать в 

виде: 





n

j,i

jiij yxb)y,x(B
1

,  

где )e,e(Bb jiij  , а ji y,x - координаты векторов y,x  в базисе B . 

Матрица B, состоящая из элементов ijb  (i=1,…n; j=1,…n), называет-

ся матрицей билинейной формы. 

Квадратичной формой называется числовая функция одного 

векторного аргумента x , которая получается из симметрической 

билинейной формы при yx  : 

)x,x(B)x(Q  . 

Если в линейном пространстве V  задан некоторый базис 

B =  neee ...,, 21 , то квадратичная форма в этом базисе имеет вид: 





n

j,i

jiij xxa)x(Q
1

. 

где матрица А=( ija ) - матрица квадратичной формы. Заметим, что  

матрица квадратичной формы является  симметрической матрицей. 

При переходе к другому базису координата вектора x  меня-

ются, меняется и матрица квадратичной формы. Для любой квадра-

тичной формы существует  базис, в котором квадратичная форма 

примет вид: 





n

i

iii xa)x(Q
1

2
. 

Такой  вид квадратичной формы называется каноническим. 

Базис, в котором квадратичная форма имеет канонический вид, 
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называется каноническим базисом.  Матрица квадратичной формы в 

каноническом базисе диагональная. 

Пусть квадратичная форма задана в евклидовом простран-

стве. Тогда каждому самосопряженному линейному оператору A€  в 

евклидовом пространстве соответствует квадратичная форма :)x(Q  

)x,xА€()x(Q  . 

То есть мы можем рассматривать квадратичную форму в евклидовом 

пространстве как скалярное произведение образа вектора x  при 

действии на него самосопряженного линейного оператора A€  на век-

тор x . Матрица квадратичной формы в ортонормированном базисе 

совпадает с матрицей оператора A€ .  

Матрица самосопряженного линейного оператора в ортонор-

мированном базисе, состоящем из собственных векторов, диаго-

нальная. Следовательно, для любой квадратичной формы, заданной в 

евклидовом пространстве, существует ортонормированный базис, 

состоящий из собственных векторов, в котором квадратичная форма 

имеет вид:  





n

i

ii x)x(Q
1

2
 , где i (i=1,2,…n)- собственные значения, 

выписанные с учетом их кратностей. 

Квадратичная форма называется положительно определен-

ной, если для любого ненулевого элемента x V выполняется нера-

венство 0)x(Q . 

Квадратичная форма называется отрицательно определен-

ной, если для любого ненулевого элемента x V выполняется нера-

венство 0)x(Q . 

Квадратичная форма называется знакопеременной, если су-

ществуют такие элементы x , y V , что  

0)x(Q , 0)y(Q . 

Критерий Сильвестра. 

Для того чтобы квадратичная форма 





n

j,i

jiij xxa)x(Q
1

была положительно определенной необходимо и 
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достаточно, чтобы все миноры ее матрицы, расположенные в левом 

верхнем углу были положительными, т. е. 

000

21

22221

11211

2221

1211
11 

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

,,
aa

aa
,a









 . 

Пример 2.13.   
Найти ортонормированный базис, в котором квадратичная 

форма  )x(q 323121
2
3

2
2

2
1 884336 xxxxxxxxx  имеет ка-

нонический вид, и записать эту форму в найденном ортонор-

мированном базисе. 
Решение 

)x(q 323121
2
3

2
2

2
1 884336 xxxxxxxxx  . 

1) Запишем матрицу квадратичной формы: 

























342

432

226

Q  

2) Найдем собственные значения. Для этого составим харак-

теристическое уравнение. 

0

342

432

226

















 )EQdet( ; 

Разложим по первой строке: 

0
44

32
2

32

42
2

34

43
6 





















 )( ;

;))()(())((

))(()())()((

)()())((

))(())(()))(((

02771457

866778176

21421422766

328283221636

2

2

2

2

















  Произведение равно нулю, если хотя бы один из множителей 

равен нулю. 
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Следовательно, 07   или 02  ; 

7λ-2,λ 21   – собственные значения. 

3) Найдем соответствующие им собственные векторы. Для 

этого решим следующие однородные системы линейных уравнений. 
























































0

0

0

342

432

226

3

2

1

x

x

x







. 

а)   = -2. 























542

452

228

; разделим первую строку на 2 и поменяем 

первую и вторую  строки местами – 























542

114

452

;  ко второй строке прибавим первую, умно-

женную на 2, из третьей строки вычтем первую– 























990

990

452

; разделим  вторую строку на 9, из третьей 

строки вычтем вторую – 





















000

110

452

.  

21 x,x  – базисные неизвестные, 3x  – свободное неизвестное. 

Выразим базисные неизвестные через свободное: 















cx

xx

xxx

2

0

0452

3

32

321

  















cx

cx

cx

2

2

3

2

1




















2

2

1

1 cx . 
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Собственные векторы определяются с точностью до число-

вого множителя, поэтому возьмем с = 1. 

Тогда 



















2

2

1

1x  – собственный вектор, отвечающий соб-

ственному значению  =-2. 

б)  = 7. 























442

442

221

; разделим первую  строку на (-1), вторую 

и третью строки разделим на (-2) – 

















221

221

221

;  из второй и  третьей строки вычтем первую– 

















000

000

221

.  

1x  – базисное неизвестное, 2x  и 3x  – свободные неизвест-

ные. 

Выразим 1x  через неизвестные 2x  и 3x  : 






























23

12

211

23

12

321 2222

cx

cx

ccx

cx

cx

xxx

 




































1

0

2

0

1

2

212 ccx . 

Однородная система линейных уравнений имеет два линейно 

независимых решения. 
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Тогда  векторы, 



















0

1

2

2x  и 



















1

0

2

3x  – собственные 

векторы, отвечающие собственному значению  =7. 

Итак, 





















































1

0

2

0

1

2

7

2

2

1

2 32211 x;x,;x,  . 

4)Собственные векторы, отвечающие различным собствен-

ным значениям, ортогональны. Проверим ортогональность соб-

ственных векторов 1x  и 2x , а так же   векторов 1x  и 3x :  

.)()x,x(

;)()x,x(

0122221

0021221

31

21




 

Векторы 2x  и  3x   не являются ортогональными, так как они 

отвечают одному и тому же собственному значению  . Действи-

тельно: 04100122
32  )()()x,x( . 

Найдем вектор 3g , который  является  линейной комбинации 

векторов 2x  и  3x , и  ортогонален вектору 2x , т. е.  

233 xcxg   и 023 )x,g( . 

Найдем коэффициент с из условия ортогональности векторов 

3g  и  2x .  

Тогда 

 0223 )x,xcx(  02223 )x,x(c)x,x(
)x,x(

)x,x(
c

22

23 . 

Найдем скалярные произведения:  

4
23 )x,x( ; 

5001122
32  )()()x,x( . 

Следовательно, 54 /с  . 

Тогда 233 xcxg  =(-2, 0, 1) - 4/5(-2, 1, 0)= (-2/5, -4/5,1). 
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 Вектор 3g , является линейной комбинации векторов 2x  и 

3x , значит, он так же является собственным вектором, отвечающим 

собственному значению =7, а, следовательно, он ортогонален век-

тору 1x . Проверим ортогональность векторов 1x  и 3g , а так же век-

торов 2x и 3g : 

.)/()/()g,x(

;)/()/()g,x(

010541522

012542521

32

31




 

Тогда  }gx,x{ , 321B  – ортогональный базис. Вычислим 

длины векторов 321 gx,x , : 

3221 222
1 |x| ; 

5012 222
2  )(|x| ; 

5315452 222
3 /)/()/(|g|   

Найдем ортонормированный базис }ee,e{ , 321B . Нор-

мируем вектора 321 gx,x , : 











3

2

3

2

3

1
221

3

1

1

1
1 ,,),,(

|x|

x
e ;    









 0

5

1

5

2
012

5

1

2

2
2 ,,),,(

|x|

x
e ; 

























3

5

53

4

53

2
1

5

4

5

2

3

5

1

3
3 ,,,,

|g|

g
e . 

Найдем матрицу квадратичной формы  в этом базисе. Мат-

рица квадратичной формы  в базисе из собственных векторов долж-

на быть диагональной и на диагонали должны стоять соответствую-

щие собственные значения. Следовательно,  



















700

070

002

Q . 

Запишем матрицу перехода от базиса B к базису B   . 
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Столбцами матрицы 
BB 

T  являются соответствующие 

координаты  базисных векторов: 
































3

5
0

3

2

53

4

5

1

3

2
53

2

5

2

3

1

BB
T . 

В базисе }ee,e{ , 321B  заданная квадратичная форма имеет 

вид: 

     23
2

2
2

1 772 xxx)x(q  ,  

а соответствующее преобразование координат: 





















313

3212

3211

3

5

3

2

53

4

5

1

3

2
53

2

5

2

3

1

xxx

xxxx

xxxx

. 

2.8.  Приведение кривой 2-го порядка к 
каноническому виду методом собственных 

значений. 

 

Пусть в некоторой декартовой прямоугольной системе 

координат задано уравнение кривой 2-го порядка (см. п. 1.1.5): 

 Ax
2
 + By

2
 + 2Cxy + Dx + Ey + F = 0. (6) 

Тогда существует такая  прямоугольная система координат, в 

которой данное уравнение имеет канонический вид. 

Рассмотрим часть многочлена второй степени, как квадра-

тичную форму 

 Q(x, y) = Ax
2
 + By

2
 + 2Cxy. 
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Приведем квадратичную форму к диагональному виду. Для 

этого найдем собственные значения и собственные векторы матрицы 

квадратичной формы: 

 









BC

CA
Q . 

Пусть 1 и 2 – собственные значения матрицы Q,  
B =  21, ee  – ортонормированный базис из собственных векторов, 

причем нумерацию собственных векторов выбираем так, чтобы пе-

реход от вектора 1e  к вектору 2e  шел против часовой стрелки 

(рис. 2.1). 

 

Рис. 2.1 

В базисе из собственных векторов матрица квадратичной 

формы примет вид: 

 1(x)
2
 + 2(y)

2
. 

Пусть jtite 21111  ; jtite 22122  . 

Тогда 










2221

1211

tt

tt
T

BB
 – матрица перехода к базису из 

собственных векторов. 

Выразим старые координаты через новые: 

 












y

x
 = 1

BB
T 









y

x
 









y

x
 = 

BB 
T 













y

x
,  

то есть 
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







.

;

2221

1211

y'tx'ty

y'tx'tx
 (7) 

Подставим выражение для x, y (7) в (6), получим: 

 1(x)
2
 + (y)

2
 + D(t11x + t12y) + E(t21x + t22y) + F = 0 

и исследуем это уравнение методом выделения полных квадратов. 

Пример 2.14. Привести кривую 2-го порядка 

6xy + 8y
2
 – 12x – 26y + 11 = 0 к каноническому виду 

и сделать чертеж. 

Решение 

Выпишем квадратичную форму: 

Q(x, y) = 6xy + 8y
2
. 

Запишем матрицу квадратичной формы: 

Q = 








83

30
. 

Найдем собственные значения: 





83

30
 = –(8 – ) – 9 = 0; 

–8 + 
2
 – 9 = 0; 


2
 – 8 – 9 = 0; 

1 = 9; 2 = –1. 

Найдем собственные векторы, соответствующие собствен-

ным значениям 1 = 9 и 2 = –1. 

а) 1 = 9. 































0

0

983

390

2

1

x

x
; 



















0

0

13

39
 ~ 



















0

0

13

13
 ~ 













 

0

0

00

13
; 

3х1 – х2 = 0  3х1 = х2; 









;3

,

2

1

Cx

Cx
 


















3

1

2

1
C

x

x
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









3

1
1x  – собственный вектор, отвечающий собственному 

значению 1 = 9. 

б) 2 = –1. 































0

0

183

310

2

1

x

x
; 















0

0

93

31
 ~ 















0

0

31

31
 ~ 















0

0

00

31
; 

х1 + 3х2 = 0  х1 = –3х2; 









;

,3

2

1

Cx

Cx
 


















1

3

2

1
C

x

x
. 











1

3
2x  – собственный вектор, отвечающий собственному 

значению 2 = –1. 

Изобразим векторы 1x  и 2x  на плоскости XOY (рис. 2.2). 

 

Рис. 2.2 

Поворот от вектора 1x  к вектору 2x  идет против часовой 

стрелки. Значит, нумерация  векторов выбрана правильно. 

Нормируем собственные векторы: 

10191 x  









10

3
,

10

1

1

1
1

x

x
e  ; 
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10192 x  









10

1
,

10

3

2

2
2

x

x
e . 

B   =  21,ee  – ортонормированный базис из собственных 

векторов. Матрица квадратичной формы в этом базисе имеет диаго-

нальный вид: 

Q = 








10

09
, тогда 

Q(x
/
, y

/
) = 9(x)

2
 – (y)

2
; 

X   = 1

BB
T X  – формула преобразования координат при 

преобразовании базиса  X  = 
BB 

T X  . 

Запишем матрицу 
BB 

T  – матрицу перехода от базиса B к 

базису B  , столбцами которой являются координаты найденных 

собственных векторов: 

BB 
T  = 




















10

1

10

3
10

3

10

1

. 










y

x
 = 




















10

1

10

3
10

3

10

1














y

x
 = 























'
10

1
'

10

3

'
10

3
'

10

1

yx

yx

; 

 

 
















.3
10

1

,3
10

1

yxy

yxx

 

Подставим найденные значения выражения для координат в 

уравнение кривой: 

9(x)
2
 – (y)

2
 – 12

10

1
(x – 3y) – 26

10

1
(3x + y) + 11 = 0; 

9(x)
2
 – (y)

2
 – 

10

12
x + 

10

36
y – 

10

78
x – 

10

26
y + 11 = 0; 
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9(x)
2
 – (y)

2
 – 

10

90
x + 

10

10
y + 11 = 0; 

9(x)
2
 – (y)

2
 – 109 x + 10 y + 11 = 0. 

Выделим полные квадраты по x  и по y: 

9((x)
2
 – 10 x) – ((y)

2
 – 10  y) + 11 = 0; 

9






























4

10

2

10
2

x  – 






























4

10

2

10
2

y  + 11 = 0; 

9

2

2

10













x – 

2

2

10













y  – 9 = 0; 

9

2

2

10













x  – 

2

2

10













y  = 9; разделим на 9 – 

1
9

2

10

1

2

10
22































 yx

. 

Перейдем к новой декартовой прямоугольной системе коор-

динат XOY, которая получается из системы координат XOY па-

раллельным переносом осей ОХ и ОY: 

















,
2

10

,
2

10

yy

xx

 

   
1

31 2

22





 yx

 – получили каноническое уравнение гипер-

болы, а = 1 – действительная полуось; b = 3 – мнимая полуось. 

Найдем координаты центра гиперболы в системе координат 

XOY. Для этого выразим координаты х, y через x, y (канонические 

координаты): 

















,
2

10

,
2

10

yy

xx

  и  

 

 
















yxy

yxx

3
10

1

3
10

1

  
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











































2

10

2

103
3

10

1

2

103
3

2

10

10

1

yxy

yxx



 

 
















.1023
10

1

,103
10

1

yxy

yxx

 

В канонической системе координат XOY точка O(0, 0) – 

центр гиперболы. 

В системе координат XOY: 

 

  
























;2

,1

10200
10

1

1000
10

1

y

x

y

x

 

O(–1, 2) – центр гиперболы. 

Найдем уравнения асимптот в системе координат XOY. В си-

стеме координат XOY: 

y =  (b/a)x;  b = 1, a = 3  

y =  3x. 

Выразим координаты x, y через х, y: 

















,

,

2

10

2

10

yy

xx

 

















).(3

),(

yxy

yxx

10

1

3
10

1

 

BB 
T  = 




















10

1

10

3
10

3

10

1

  1

BB
T  = 




















10

1

10

3
10

3

10

1

; 














y

x
 = 1

BB
T 









y

x
. 

Тогда 
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x = 
10

1
x + 

10

3
y; y = yx

10

1

10

3
 ; 

x = 
10

1
x + 

10

3
y – 

2

10
; y = yx

10

1

10

3
 –

2

10
. 

Подставим x и y в уравнение асимптот: 

yx
10

1

10

3
 –

2

10
 = 3
















2

10

10

3

10

1
yx , умножим 

на 10 : 

–3x + y – 5 = 3(x + 3y – 5). 

Первая асимптота – 

–3x + y – 5 = 3(x + 3y – 5); 

6x + 8y – 10 = 0; 

3x + 4y – 5 = 0. 

Вторая асимптота – 

–3x + y – 5 = –3(x + 3y – 5); 

–3x + y – 5 = 3x – 9y + 15; 

10y = 20; 

y = 2. 

Уравнения асимптот: 








.0543

,2

yx

y
 

Центр гиперболы O1(–1, 2). 

Изобразим гиперболу на координатной плоскости (рис. 2.3). 

Через точку О1(-1,2) проведем оси OX, OY, которые 

направлены по векторам 1e  и 2e , где 












10

3
,

10

1
1e 










10

1
,

10

3
2e . 

Вершины А1 и А2 гиперболы находятся на расстоянии 1 от 

точки О2 по оси ОХ, а точки В1 и В2 находятся на расстоянии 3 от 

точки О2 по оси ОY. 
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Рис. 2.3 

Пример 2.15. Привести кривую 2-го порядка                          

046910582101426426117733 22  yxxyyx

к каноническому виду и сделать чертеж. 

Решение 

046910582101426426117733 22  yxxyyx . 

Выпишем квадратичную форму: 

1) xyyxyxQ 426117733),( 22  . 

Запишем матрицу квадратичной формы. 











117231

231733
Q . 

Найдем собственные значения. Для этого решим характери-

стическое уравнение: 

0)det(  EA ; 

;032400850

;05336185761117733

;0231231)117)(733(

;0
117231

231733

2

2












 

;D

;D

770

59291003240048502




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2

770850
2,1


 ; 

40λ1  ; 810λ 2  . 

Найдем собственные векторы, отвечающие данным соб-

ственным значениям. Для этого решим систему однородных линей-

ных уравнений: 































0

0

117231

231733

2

1

x

x
. 

а)   = 40. 

Запишем расширенную матрицу системы 

.
0

0

00

13
~

0

0

13

13

0

0

77231

231693

0

0

40117231

23140733











































77 на вторую

231 настроку  первую разделим
 

Получим следующее уравнение: 

03 21  xx . 

Пусть x2 – базисное неизвестное, x1 – свободное. Выразим x2 

через x1. 









cx

xx

1

12 3
 










3

1
1 cx , с  R. 

В качестве собственного вектора можно взять вектор 











3

1
1λx  – собственный вектор, отвечающий собственному зна-

чению  = 40. 

б)  = 810. 

Запишем расширенную матрицу системы: 

.
0

0

00

31
~

0

0

31

31

0

0

693231

23177

0

0

810117231

231810733








 














































231 на разделим вторую

77);( на разделимстроку  первую
 

Получим следующее уравнение: 

03 21  xx . 

Пусть x1 – базисное неизвестное, x2 – свободное. Выразим x1 

через x2: 
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


















1

33
2

2

21 cx
cx

xx
. 

Пусть с = 1 









1

3
λ2 cx  – собственный вектор, отвечаю-

щий собственному значению  = 810. 

в) Изобразим вектор 









3

1
1x  и 










1

3
2x  на плоскости 

XOY (рис 2.4). 

 

Рис. 2.4 

Поворот от вектора 
1x  к вектору 

2x  идет по ходу часовой 

стрелки, следовательно, нумерация выбрана не верно. Поменяем 
1x  

и 
2x  местами и нормируем их. 

103)1( 22
1

x ; 1019
2

x ; 

810,

10

1
10

3

11

2

2 
























x

x
e ; 

40,

10

1
10

3

22

1

1 

























x

x
e ; 
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},{ 21 eeB  – ортонормированный базис из собственных 

векторов. 

Матрица квадратичной формы в этом базисе имеет диаго-

нальный вид, причем на диагонали стоят соответствующие соб-

ственные значения: 











400

0810
Q , тогда 

22 )(40)(810),( yxyxQ  . 

Запишем матрицу перехода от базиса B к базису B  ,  столб-

цами которой являются координаты найденных собственных векто-

ров. 













 


 103101

101103

BB
T . 

Пусть 





















y

x
X

y

x
X , . 

XTX BB 
 1  – формула преобразования координат век-

тора при преобразовании базиса. Тогда  

XTX 
BB

 или 

;
yx

yx

y

x

y

x













































 










10310

101103

103101

101103

 
















).3(
10

1

10

3

10

1

),3(
10

1

10

1

10

3

yxyxy

yxyxx

 

Подставим координаты х, у, выраженные через новые коор-

динаты х, у, в исходное уравнение кривой: 
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 

  ;046903
10

1
10582

3
10

1
101426)(40)(810 22





yx

yxyx

 

046903204860)(40)(810 22  yxyx . 

Выделим полные квадраты по x и y: 

;04690)16)4((40)9)3((810

;04690)8)((40)6)((810
22

2





yx

yyxx
 

04690640)4(407290)3(810 22  yx ; 

3240)4()3(810 22  yx  разделим на 3240 

1
81

)4(

4

)3( 22





 yx

. 

Перейдем к новой декартовой прямоугольной системе коор-

динат XOY, полученной из системы XOY параллельным перено-

сом осей OX, OY: 


















4

3

4

3

yy

xx

yy

xx
 

1
81

)(

4

)( 22





 yx

 – каноническое уравнение эллипса с полу-

осями  a=2 и b= 9. 

Найдем координаты центра эллипса. 

 )0,0(O центр эллипса в канонической системе координат. 

Выразим координаты x, y через координаты x и y  
















)3(
10

1

)3(
10

1

yxy

yxx

  














))4(33(
10

1

))4()3(3(
10

1

yxy

yxx

  














)1233(
10

1

)493(
10

1

yxy

yxx

  














)153(
10

1

)53(
10

1

yxy

yxx

 

Итак,  
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












).153(
10

1

)53(
10

1

yxy

yxx

 

Найдем координаты центра эллипса в системе координат 

XOY. 
















.
10

15
)1500(

10

1

,
10

5
)500(

10

1

y

x

 











10

15
,

10

5
O  – координаты центра в XOY. 

Построим эллипс (рис. 2.5). 

 

Рис. 2.5 

Для этого на координатной плоскости поставим точку 











10

15
,

10

5
O  и через неё проведем оси YOXO   и , которые 

направлены по векторам 
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














).3,1(
10

1

),1,3(
10

1

2

1

e

e

 

Вершины эллипса А1 и А2 находятся на расстоянии 2 от точки 

О по оси ОХ а вершины В1 и В2 – на расстоянии 9 от точки О по 

оси ОY. 

Пример 2.16. Привести кривую 2-го порядка   

0295189 22  yxxyyx  к каноническому 

виду и сделать чертеж. 

Решение 

1) .yxxyyx 0295189 22   

Выпишем квадратичную форму: 

xyyxyxQ 69),( 22  . 

Матрица квадратичной формы: 













1

3

3

9

  
  

  
Q .

 

Найдем собственные значения и собственные векторы мат-

рицы квадратичной формы. Для нахождения собственных значений 

составим характеристическое уравнение: 

10.λ  или  0λ 
















;0102

;09299

;09)1)(9(

;0
1

3

3

9
     

 

Найдем соответствующие собственные векторы 

а) 0 . 

.
0

01

0

0

0

1

1

30

0

1

3

3

9

































  
0  

   
3

 

вторую прибавим

строке первой К
   

  
   

3  

3 настроку 

первую Разделим
  

  
   

  

 

Получим следующее уравнение: 3x1 – x2 = 0. 



255 

x1 – базисное неизвестное, x2 – свободное. Выразим x1 че-

рез x2: 



 

 .

,3

2

21

сх

хх
 



















1

3

1

1
cx . 

Пусть с = 3, тогда 









3

1

1λ
x  – собственный вектор, соответ-

ствующий собственному значению  = 0. 

б)  = 10. 

.
0

03

0

0

03

10

0

9

3

3

1










































  
 0

   
1

 
первую вычтем

строки второй Из
  

 3
    

 

1 

3)( на

разделим вторую

1),( на разделим

строку Первую

  
 

   

 

Получим следующее уравнение: x1 + 3x2 = 0. 

x1 – базисное неизвестное, x2 – свободное. Выразим x1 

через x2: 



 

 .

,3

2

21

сх

хх
 











1

3

2
cx . 

Пусть с = 1, тогда 









1

3

2
x  – собственный вектор, соответ-

ствующий собственному значению  = 10. 

2) Изобразим векторы 









3

1

1
x  и 










1

3

2
x  на плоскости 

XOY (рис. 2.6). 
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Рис. 2.6 

Поворот от вектора  
1

x  к вектору 
2

x  идет против хода ча-

совой стрелки. Значит, нумерация выбрана правильно. 

Нормируем векторы 
1

x  и  
2

x : 

.

10

1
10

3

;

10

3
10

1

.10

;1091

2

2

1

1

2

1

21




























































  х

х
е

х

х
е

х

х  

 21, eeB  – ортонормированный базис из собственных 

векторов. Матрица квадратичной формы в этом базисе имеет диаго-

нальный вид, причем на диагонали стоят соответствующие соб-

ственные значения: 











10

0
   

0

0
Q , тогда 

2)(10),( yyxQ  . 

Запишем матрицу перехода от базиса B к базису B  , столб-

цами которой являются координаты найденных собственных векто-

ров: 
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10    

























10

1

3

10

3
10

1

BB
T

. 

Пусть 












y

x
X , а 










y

x
X . 

 XTX
BB 

 – формула преобразования координат при 

преобразовании базиса, тогда  



 XTX

BB
; 















































































).3(
10

1

),3(
10

1

;

10

1

10

3
10

3

10

10

1
10

3

10

3
10

1

yxy

yxx

yx

y
x

y

x

y

x

  

    

Подставим найденные выражения координат yx   ,  через но-

вые координаты yx    ,  в исходное уравнение кривой. 

02)3(
10

1
9)3(

10

1
5)(10 2  yxyxy ; 

.02
10

24

10

22
)(10

;02
10

9

10

15

10

27

10

5
)(10

2

2





yxy

yyxxy
 

Выделим полный квадрат по y: 
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
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
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
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
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

















































xy

xy

xy

xy

xyy

xyy

 

























25

14

10

22

22

10

105

6
10

2

xy  разделим на 10 – 

























275

107

1010

22

105

6
2

xy . 

Перейдем к новой системе координат YOX  , которая полу-

чается из системы координат YOX   параллельным переносом осей 

YOXO   , : 
















105

6
275

107

yy

xx
, тогда 
















105

6
275

107

yy

xx
 

  xy 
1010

222
 – каноническое уравнение параболы. 

Найдем координаты вершины параболы в системе координат 

XOY. 

)0,0(O   – координаты вершины в канонической системе ко-

ординат YOX  . 

Выразим координаты x и y через x и y: 
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.yx

yx)yx(y

;yx

yx)yx(x







































































275

1054
3

10

1

105

6

275

1021
3

10

1
3

10

1

275

1092
3

10

1

105

6
3

275

107

10

1
3

10

1

 

O(0, 0) – вершина параболы XOY. 













































.
275

54

275

1054
00

10

1

,
275

92

275

1092
00

10

1

y

x

 

Тогда 









275

54

275

92
 ;O  – координаты вершины параболы в 

XOY. 

Сделаем чертеж. Для этого на координатной плоскости по-

ставим точку О 









275

54
;

275

92
 и проведем через нее оси ОХ, ОY 

которые направлены по векторам: 
















)1,3(
10

1

)3,1(
10

1

2

1

e

e

 

и нарисуем параболу в канонической системе координат XOY 

(рис. 2.7). 
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Рис. 2.7 

2. 9. Домашнее задание 

Для получения варианта домашнего задания Вам необходи-

мо, пользуясь табл. 2.1, заполнить первую строку табл. 2.2, затем 

выписать соответствующие Вашему номеру варианта данные из 

табл. 2.1. Например, Ваш вариант 11.14. Тогда по табл. 2.1 имеем: 

11 B D F K M A C G 

Вписываем эти буквы в первую строку табл. 2.1 и выбираем 

строку, соответствующую четырнадцатому варианту: 

Номер 

по п/п 

Коэффициенты 

B D F K M A C G 

14 5 1 3 –6 6 2 9 3 

 

Таблица 2.1 

 Порядок следования коэффициентов  

Группа Коэффициенты 
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1 A B C D K M F G 

2 C D K F M A B G 

3 M K D C B F A G 

4 B A C K D F M G 

5 C D A M F K B G 

6 D K B A M C F G 

7 K M C F A B D G 

8 M F D A C K B G 

9 F M D K C B A G 

10 A D C M F K B G 

11 B D F K M A C G 

12 C D K M F A B G 

13 D K M F A B C G 

14 K F M A B C D G 

15 M A B C D K F G 

16 F M K D C B A G 

17 D K M F A B C G 

Таблица 2.2 

Данные для выполнения домашнего задания 

Номер 

по п/п 

Коэффициенты 

       G 

1 –2 1 4 5 3 –6 7 2 

2 3 –2 1 –5 7 2 4 3 

3 5 –3 4 1 2 –8 6 1 

4 4 3 –2 1 6 3 5 2 

5 8 –9 4 2 1 6 –2 1 

6 3 4 –5 1 –3 5 7 2 

7 2 4 5 7 8 –9 1 3 

8 5 1 3 –2 6 –8 –6 1 

9 1 4 –3 2 9 –6 7 2 

10 5 7 3 –6 1 –2 4 1 

11 1 3 –5 2 6 4 9 2 

12 9 –4 –1 –8 –3 6 5 1 

13 2 –3 9 4 1 7 3 2 

14 5 1 3 –6 6 2 9 3 

15 –4 –1 –8 9 –5 2 7 1 
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16 2 –3 3 1 –6 5 –1 2 

17 –5 –4 2 4 –1 6 7 1 

18 3 1 5 6 –4 2 9 2 

19 2 4 –3 –5 –6 –5 8 1 

20 1 –2 –7 8 3 5 –4 2 

21 –8 –3 –1 6 4 1 –5 3 

22 –2 –4 5 3 –6 7 6 1 

23 1 9 –6 4 –2 –3 –1 2 

24 3 –5 –1 3 6 –4 2 1 

25 –1 –3 –6 4 1 –5 –4 2 

26 9 –4 3 –5 2 1 6 2 

27 7 6 –1 2 –3 8 –5 1 

28 4 –1 5 –6 –4 7 3 3 

29 –1 9 –3 –5 6 –8 2 1 

30 2 1 9 3 –4 –1 6 2 

Условие домашнего задания 
Задача 1. Даны матрицы: 

I = 
















 MBA

KFA

CBA

2 ; J = 




















BFA

MKM

DBC

; 

H = 






 

KAD

FBC
. 

Найти: 1) FI + MJ + E, где F, N – числа из условия, 

Е – единичная матрица; 

2) IJ – JI; 

3) HI; 

4) J 
–1

; 

5) JX = I (если detJ = 0, то IX = J); 

6) XJ = I (если detJ = 0, то XI = J). 

Задача 2. Решить системы уравнений: 
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1) 





















;)()()(3

,)(3

,2

,

4321

4321

4321

4321

AxDMxCFxKBAx

DAxFxxKBAx

GMxFxKxAx

KDxCxBxAx

 

2) 





















;0)()()(3

,0)(3

,02

,0

4321

4321

4321

4321

xDMxCFxKBAx

AxFxxKBAx

MxFxKxAx

DxCxBxAx

 

3) 





















;

,)(2

,3

,)(22

4321

4321

4321

4321

ADxKxGxMx

BFxAxxGBMx

GAxCxBxMx

CBxxACKGxMx

 

4) 





















;0

,0)(2

,03

,0)(22

4321

4321

4321

4321

DxKxGxMx

FxAxxGBMx

AxCxBxMx

BxxACKGxMx

 

5) 














;33

,22

,

4321

4321

4321

GMxBxCxDx

MKxBxCxDx

AFxAxCxDx

 

6) 














;033

,022

,0

4321

4321

4321

MxBxCxDx

KxBxCxDx

FxAxCxDx

 

7) 








;

,

421

432

MKxFxBx

FCxDxAx
 

8) 








.0

,0

421

432

KxFxBx

CxDxAx
 

Задача 3. Найти собственные значения и собственные век-

торы самосопряженного оператора, а так же мат-
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рицу линейного оператора в базисе из собствен-

ных векторов (вариант зависит от G): 

– если G = 1, то A = 
















M

AF

FA

00

0

0

; 

– если G = 2, то A = 

















DK

KD

B

0

0

00

; 

– если G = 3, то A = 

















F

CK

KC

00

0

0

. 

Задача 4. Привести уравнение кривой 2-го порядка к канони-

ческому виду, сделать чертеж. Уравнение кривой: 

– если G = 1, то 

P
2
(D

2
M

2
 – F

2
)x

2
 + P

2
(D

2
 – M

2
F

2
)y

2
 + 2MP

2
(D

2
 + 

+ F
2
)xy + 2P(CF

2
 – AMD

2
)x + 2P(–AD

2
 –  

– CMF
2
)y + A

2
D

2
 – C

2
F

2
 – F

2
D

2
 = 0; 

– если G = 2, то 

P
2
(D

2
M

2
 + F

2
)x

2
 + P

2
(D

2
 + M

2
F

2
)y

2
 + 2MP

2
(D

2
 – 

– F
2
)xy – 2P(CF

2
 + AMD

2
)x + 2P(AD

2
 – 

– CMF
2
)y + A

2
D

2
 + C

2
F

2
 – F

2
D

2
 = 0; 

– если G = 3, то 

A
2
x

2
 + B

2
y

2
 + 2ABxy + Kx + Dy + F = 0; 

Здесь 
1

1

2 


M
P . 

 

 

2.10.Вопросы для самопроверки 

  

1)  Даны матрицы  








 2

1

1

1
   

  
A   и  









1

3

0

1
   B  . 

Найти: 1) A + B; 
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2) 2A + E; 

3) A
–1

; 

4) AX = B; 

5) XA = B. 

2) Найти ранг матрицы 































1332

4724

7612

3112

А . 

3) Решить систему уравнений: 

         1) 








0

2

yx

yx
; 

         2) 








1

1

zyx

zyx
; 

         3) 








0

0

31

4321

xx

xxxx
; 

4) Записать формулы Крамера. 

5) Решить систему уравнений с помощю формул Крамера: 

          1)








45

132

yx

yx
; 

          2)















724

3432

3

zyx

zyx

zyx

 

6) Сформулировать критерий совместности системы линей-

ных уравнений. 

7) Написать формулу нахождения обратной матрицы. 

8) Найти ранг и ортонормированный базис системы векто-

ров: 1a =(1; 1; 3; 1), 2a =(3;-1; 2; 4), 3a =(2; 2; 7; -1). 

  9)Найти координаты вектора  а (-1, 2, 1) в базисе {(1, 0, 1); 

(1,1, -1); (0, 0, 2)}. 

            10) Дать определение евклидова пространства, скалярного 

произведения и нормы  в евклидовом пространстве. 
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11)Дать определение самосопряженного линейного операто-

ра. Сформулировать свойства собственных векторов и собственных 

значений самосопряженного линейного оператора 
 12) Построить ортонормированный базис подпространства,   

образованного всевозможными   линейными комбинациями векторов 

1a =(1;  1;  -1; -2 ), 2a =(5;  8;  -2; -3 ), 3a =(3;  9;  3;  8 ).  

13) Найти матрицу перехода от базиса  { 1e , 2e }  к базису 

 { 1e , 2e }, если 1e =(1; 2),    2e =(3; -1), 1e =(6; 9), 2e  =(11;-8). 

14)Дано:  А }2;;42{ 2321323 xxxxxxxx  ,               

                 В }2;;4{ 213 xxxx   , где ),,( 321 xxxx .  

      Доказать, что данные операторы являются линейными, и 

найти  (А+В) x . 

 15)Дано: А };43;2{ 212132 xxxxxxx  ,   

                             В }2;;{ 1231 xxxxx  , где ),,( 321 xxxx  

      Доказать, что данные операторы являются линейными, и 

найти  ( АВ) x . 

16)  Доказать линейность и найти матрицу оператора проек-

тирования на плоскость  2x+3y-4z+3=0   (в базисе },,{ kji ). .     

17) Доказать линейность и найти матрицу оператора зер-

кального отображения  относительно плоскости    x-z=0   (в базисе 

},,{ kji ). 

              18) Дать определение ортогональных и ортонормированных 

систем векторов в евклидовом пространстве. Написать неравенство 

Коши-Буняковского  и неравенство Минковского.  

          19) Дать определение линейного оператора,  собственных 

чисел и собственных векторов  линейного оператора. 

            20)  Найти собственные числа и собственные векторы линей-

ного оператора, заданного в некотором базисе матрицей  

 























6121

131

4123

. 

             21)Привести уравнение кривой  второго порядка к канониче-

скому виду, найти каноническую систему координат и нарисовать 

эту кривую в данной системе координат. 
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        01752438247 2  yxxyx . 

              22)Дать определения билинейной и квадратичной формы. 

 

23) Найти ортонормированный базис, в котором квадратич-

ная  форма   323121

2

3

2

2

2

1 6623 xxxxxxxxx   имеет канони-

ческий вид, и записать форму в найденном ОНБ. 

 

 

 
 
 

2.11.Типовой вариант контрольной работы 

 По теме “ Линейная алгебра”. 

1) Дана матрица  











3

2

1

1
   

  
А . Найти А

–1
. 

2) Даны две матрицы 
















 1

4

1

31

13

21

 

    

    

      

       

A   и 
















 0

2

1

01

10

01

    

     

      

      

B  . 

Найти произведение АВ. 

    или 

2)Найти значение многочлена f(x) = x
2
 – 2x +2  от матрицы 























201

110

124

A .  

3)Решить матричное уравнение ХА = В, если   
































011

151

431

321

111

B;A . 

 4) Линейный оператор А в базисе },{ ji имеет матрицу    

                








 85

42
 Найти матрицу этого  оператора в  базисе: 

     { 1e =(1; 3), 2e =(1; 4)}. 
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5)Решить систему уравнений 








.053

0

421

4321

xxx

xxxx
   

         или 

             5) Решить систему уравнений 













.1232

22

132

4321

4321

431

xxxx

xxxx

xxxx 2

  

             6)Проверить ортогональность системы векторов в простран-

стве 
4R : 1a =(1,1,1,2), 2a =(3,2,1,-3), и дополнить ее до ортогональ-

ного базиса. 
                 7) Доказать линейность и найти матрицу оператора зер-

кального отображения  относительно плоскости    x-z=0   (  в базисе 

},,{ kji ). 

                8) Написать каноническое уравнение кривой второго по-

рядка, определить её тип, найти каноническую систему координат, 

построить эту кривую  2
2x +2y

2
-2xy-2x-2y+1=0  

                   или  

                 8) Найти ортонормированный базис, в котором квадратич-

ная  форма 323121

2

3

2

2

2

1 484363 xxxxxxxxx     имеет кано-

нический вид, и записать форму в найденном ОНБ. 
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